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Vorwort

Ein wesentlicher Aspekt der Physik ist das Experiment. Corona ist vorbei und es gibt endlich wieder
richtige Vorlesungen der Experimentalphysik. Die vorliegende Sammlung an Vorlesungen entstand
nach Corona, weil ich gerade in dem Schreibrhythmus war und es vielleicht hilft wenn die Vorlesung
auch als Skript vorliegt. Die digitalen Moglichkeiten des Studiums sind was das Experiment betrifft
noch nicht voll ausgeschopft und ich versuche mit einer Erweiterung der klassischen Ubungen durch
eigene Experimente die direkten Experimente in der Vorlesung zu ergénzen. Die digitale Revolu-
tion hat in der Physik ldngst stattgefunden und wenn wir die digitalen Moglichkeiten tatsédchlich
nutzen wollen, so in einer Form, die den angehenden Physiker friihzeitig daran gewohnt, den Compu-
ter zur Darstellung komplexer Zusammenhénge zu benutzen und optische oder thermodynamische
Panomene auch graphisch darzustellen. Der Umgang mit mathematischen Programmen und die
Darstellung dieser Zusammenhénge mit unterschiedlichen Graphiken erfordert einen zusétzlichen
Mehraufwand, der aber belohnt wird durch eine weitere Form des Verstdndnisses der Phidnome-
ne. Ich habe deshalb jede Woche (alle zwei Vorlesungen) auch computergraphische Probleme zum
Satz der Aufgaben hinzugefiigt die Euch Studenten anregen soll diesen alternative Zugang sich zu
eroffnen. Ich hoffe, dass das mit der hier online gestellten Vorlesung gelingt.

Mein Dank geht an Jonas Elschner, Berin Becic, Sebastian Krauss, Hannes Wunderlich und Adrian
Ernst, die mich in meinem Ansatz motiviert und unterstiitzt haben, die Ubungen mit viel Aufwand
und Zeit mit Leben gefiillt haben und mir so Zeit zum aufschreiben dieses Skripts verschafft haben.

Bayreuth, im Winter 2022
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Kapitel 1

Theorien zur Beschreibung
optischer Phanomene

In dieser Vorlesung erkliaren wir die Grundprinzipien der Wechselwirkung zwischen Photonen und
Materie im Rahmen der Quantenelektrodynamik. Virtuelle Photonen die zwischen benachbarten
Elektronen und Protonen des Atoms sténdig emittiert und absorbiert werden sind die quantenelek-
trodynamische Erweiterung des elektromagnetischen Feldes und beschreiben die Bindungsenergie
des Elektrons an den Atomkern. In der Optik interessieren wir uns fir freie Photonen, die das
Atom verlassen ohne wieder vom selben Atom reabsorbiert zu werden. Diese Betrachtungsweise
fihrt zu einer hybriden Beschreibung, in der fiir die atomare Bindung notwendigen virtuellen Pho-
tonen durch klassische elektromagnetische Felder beschrieben werden, wahrend die Emission bzw.
Absorption freier Photonen quantenelektrodynamisch beschrieben wird. Die Emission von Licht
durch Materie erfolgt entweder kollektiv als Uberlagerung vieler quantenmechanischer Emissionen
einzelner stark linienverbreiterter Photonen mit Individualphotonenfrequenzen kleiner als die Lini-
enverbreiterung zu einer elektromagnetischen Welle der Frequenz der kollektiven Resonanzfrequenz
des schwingenden klassischen Hertzschen Dipols, oder als quantenelektrodynamische Einzelphoto-
nenemmission der Frequenz wy,, = (E, — En,)/h bei einem individuellem Quanteniibergang ei-
nes Elektrons zwischen zwei gebundenen Elektronenzustdnden F, und FE,,, oder im thermischen
Gleichgewicht zwischen Photonengas und Materie mit einem kontinuierlichen Planckspektrum. Wir
unterteilen deshalb Lichtquellen in klassische Sender, quantenmechanische Linienquellen, und in
schwarze Strahler mit kontinuierlichen Spektren.
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1.1 Einleitung

Die Optik studiert die spektral und polarisationsabhédngige Erzeugung, Propagation, und Absorp-
tion von Licht, welches aus Photonen besteht. Dabei ist der Fokus insbesondere auf den sichtbaren
Spektralbereich gerichtet. Photonen sind die Quanten des elektromagnetischen Feldes. Wir wer-
den bei vielen Phidnomenen, insbesondere bei Emissions und Absorptionsprozesse den Rahmen der
klassischen Elektrodynamik verlassen miissen und uns mit den Photonen als Elementarteilchen, wel-
che das elektromagnetische Feld aufbauen beschéftigen miissen. Die hierfiir relevante physikalische
Theorie ist die Quantenelektrodynamik (QED). Sie ist die quantisierte Form der in der Vorlesung
iiber Elektrizitdt und Magnetismus besprochenen Maxwellgleichung, mit denen wir elektromagne-
tische Felder einer makroskopischen Anzahl an Photonen, nicht aber Prozesse einzelner Photonen
beschreiben kénnen. Tabelle 1 stellt die Einordnung der Optik in den Rahmen der physikalischen
Theorien zusammen.

Tabelle 1 Einordnung der Optik in physikalische Theorien

Quantenelektrodynamik (QED) Theorie der elektromagnetische Wechsel-
wirkung mit beliebiger Anzahl an elektrisch geladenen Elementarteilchen und
beliebiger Anzahl von Photonen

klassische Elektrodynamik Theo-
rie der elektromagnetische Wechselwir-
kung mit grofler Anzahl an elektrisch
geladenen Elementarteilchen und vielen
Photonen

im Vakuum

Optik Theorie der Emission, Propagation und Ab-
sorption von Licht

und in Materie

Im Rahmen der Quantenelektrodynamik ist das elektrische Feld quantisiert und kann als Summe
von ebene Wellen multipliziert mit Erzeugungsoperatoren d;r( und Vernichtungsoperatoren ay fiir
Photonen mit Impuls Ak geschrieben werden:

A 2mhw 4 ,
Be.1) = 1 Y ) 0 (qyeiiernt) _ gl ot (11)
k




1.1. EINLEITUNG )

geladenes
Fermion
(Elektron)
k

geladenes
Fermion
(Elektron)

Emission Absorption

Abbildung 1.1: Fundamentale Emission bzw. Absorption eines Photons durch Anderung des
Quantenzustandes eines geladenen Fermions. Der Fundamentalprozess ist proportional zur Wurzel
der Feinstrukturkonstante o« = 1/137.

Wenn ein geladenes Teilchen seinen Quantenzustand dndert wird dabei ein Photon erzeugt oder
vernichtet. Ein derartiger Emissions und Absorptionsprozess ist in Abbildung dargestellt. Es
wird entweder ein Fermion mit Impuls ik vernichtet und ein Fermion mit Impuls i(k — q), sowie
ein Photon mit Impuls fiq erzeugt oder ein Fermion mit mit Impuls Ak und ein Photon mit Im-
puls Aiq vernichtet und ein Fermion mit Impuls Ai(k + q) erzeugt. Eine wesentliche dimensionslose
quantenelektrodynamische Gréfe, die alle elektromagnetischen Wechselwirkungen betrifft ist die
Feinstrukturkonstante
_ e? 1
T dreohe 137

Alle elektromagnetischen Effekte zwischen geladenen Teilchen lassen sich aus den fundamentalen
Wechselwirkungen aufbauen. In Abbildung[T:2]zeigen wir die quantenelektrodynamische Darstellung
eines Wasserstoffatoms, welches ein Photon emittiert. Die Coulombanziehung zwischen Proton und
Elektron wird in der Quantenelektrodynamik durch den Austausch von Photonen zwischen Proton
und Elektron vermittelt, die in der Abbildung schwarz eingezeichnet sind. Wenn wir das Phéno-
men nur quantenmechanisch behandeln kénnen wir alle schwarzen Teilchen durch ein klassisches
Coulombelektrisches Feld ersetzen und eine ans Proton gebundene Elektron ist in einem Quan-
tenzustand n dieses klassischen Coulombfeldes. Im klassischen Quantenbild bleibt ein Elektron fiir
immer in seinem Quantenzustand der durch seine Energie FE, oc 1/n? charakterisiert wird. Die
Emission eines freien Photons muss deshalb immer quantenelektrodynamisch beschrieben werden,
und ist der Teil der Quantenelektrodynamik, die fir die Optik wichtig ist. Der interne Austausch
von Photonen im Coulombfeld spielt nur fiir spezielle Details optischer Spektren eine Rolle, und in
der Regel wird die Wechselwirkung zwischen Protonen und Elektronen im Atom hinreichend genau
durch klassische elektromagnetische Felder beschrieben. Nach Emission eines freien Photons ist das
Elektron in einem neuen gebundenen Quantenzustand der einfacheren Beschreibung, und seine neue
Energie E,, = E,, — hwy., hat sich um die Energie hw,,,, des emittierten Photons vermindert.

Im voll quantenelektrodynamischen Bild gibt es keine Einteilchenenergien mehr und damit ist auch
das Elektron nie in einem Zustand der ewig anhélt, sondern es werden stindig Coulombphoto-
nen zwischen Proton und Elektron hin und her geschickt, die den Zustand beider Teilchen sténdig
dndern. Die elektromagnetisch klassischen Quantenzustdnde FE,, der Elektronen nehmen weiterhin
eine herausgehobene Bedeutung ein und eine Emission zweier freier Photonen, mit einem elektroni-
schen Zwischenzustand der nicht mit einem dieser herausgehobenen Energiezustinde korrespondiert
kommt nur mit stark verminderter Wahrscheinlichkeit vor. In der Regel sind die Energien emittier-
ter Photonen deshalb identisch mit den Energieunterschieden der elektronischen Quantenzusténde.

(1.2)
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emittiertes Photon

quantenmechanischer
gebundener Elektronenzustand n

quantenmechanischer
gebundener Elektronenzustand m

Coulombwechselwirkung

quantenmechanischer
gebundener Protonenzustand

>
t[h]

Abbildung 1.2: Emission eines Photon von einem Wasserstoffatom. Dynamik eines Proton (rosa)
und eines Elektron in einem Quantenzustand n (griin) in einer quantenelektrodynamischen Be-
schreibung als Funktion der Zeit. Beide Partikel tauschen stéindig Photonen und Elektron Positron
Partikel aus, was die klassische Coulombwechselwirkung ersetzt (schwarz). Zu einer bestimmten Zeit
emittiert das Wasserstoffatom ein Photon (rot) welches im Gegensatz zu den Coulombwechselwir-
kungsphotonen iiberlebt und nicht wieder von einem der beiden Wasserstoffatompartikel absorbiert
wird. Das Elektron geht deshalb in einen neuen Quantenzustand einer nicht quantenelektrodyna-
mischer Beschreibung (der klassischen elektromagnetischen Felder). Der Austausch an Coulomb-
photonen ist viel haufiger als die Emission eines freien Photons, weil das Proton soviel ndher am
gebundenen Elektron ist als jedes andere geladene Elementarteilchen, z.B. eines in Threm Auge.
Das Auftreten jedes elementaren Emission und Absorptionsprozess ist proportional zur Wurzel aus
der Feinstrukturkonstante. In vielen optischen Anwendungen wird lediglich das rote Photon quan-
tenelektrodynamisch beschrieben, wiahren die Coulombwechselwirkung weiterhin mit klassischen
Feldern beschrieben wird. Abweichungen beider Beschreibungen sind minimal, sind aber wichtig
fiir die Bestatigung der Richtigkeit der quantenelektrodynamischen Beschreibung.

Eine Emission von zwei Photonen mit halbem Energieunterschied E,, — F,,, = 2hw mit einem Zwi-
schenzustand genau zwischen den beiden elektronischen Quantenzusténden, wie er in Abbildung
dargestellt ist, kommt viel seltener vor.

Wir sehen also, dass eine Erklarung der Wasserstoffspektren im Rahmen einer quantenelektrodyna-
mischen Beschreibung erfolgen muss. Generell erfordert die Beschreibung jeglicher Linienspektren
eine quantenelektrodynamische Theorie. Auch das Spektrum eines schwarzen Strahlers welches als
Planckspektrum bezeichnet wird ist nur mit den Quanten des elekromagnetischen Feldes, also den
Photonen erkliarbar. In einem Laser befinden sich ebenfalls Photonen, die in einem kollektive ma-
kroskopischen Quantenzustand sind, der klassisch nicht erklarbar ist.

Wir hatten in der Vorlesung Elektrizitdt und Magnetismus gesehen, dass wir die Propagation von
elektromagnetischen Wellen, also auch die Propagation von Licht mittels der klassischen Elektrody-
namik, d.h. mittels der Maxwellgleichungen beschreiben kénnen. Die phdnomenologischen Maxwell-
gleichungen in Materie ermdglichten die Beschreibung der Propagation von Licht auch in Materie.
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Abbildung 1.3: Emission zweier Photonen mit einem virtuellen (nicht Eigenzustand) Elektro-
nenzustand, der nicht den quantisierten Energieniveaus der Elektronen entspricht ist sehr unwahr-

scheinlich.

In dieser Beschreibung hatten wir das

elektrische Feld E und die magnetische Flussdichte B in

zu den externen Ladungen und externen Stromen gehorige Felder (die dielektrische Verschiebung
D und das Magnetfeld H) sowie zu den internen Ladungen und internen Stromen gehorige Felder
(die Polarisation P und die Magnetisierung M) zerlegt. Fiir Materialien, bei denen die internen
Felder mit einer linearen eventuell zeitverzogerten Reaktion auf die externen bzw. die Gesamtfelder

reagieren konnten wir die Reaktion mit

linearen Antwortfunktionen, den Suszeptibilitdten

P(r,t) = /; dt'xe(t —t")eoE(r, t") (1.3)
D(r,t) = /too dt' e, (t —t)eoE(r,t') (1.4)
M(r,t) = /too dt' Xmag(t —t')H(r,t") (1.5)
B(r,t) = /; dt' popr(t — t')H(r,t") (1.6)

beschreiben. Im Fourierraum werden hieraus die algebraischen Gleichungen
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(1.10

mit der komplexen und frequenzabhingigen dielektrischen Suszeptibilitit x;(w), der relativen di-
elektrischen Funktion €,(w) = 1 + xe;(w), der magnetischen Suszeptibilitdt Xmaq(w) und der rela-
tiven Permeabilitit p,(w) =1+ Xmag(w). In der Optik z.B. bei der Propagation von Licht in Glas
verwendet man héufig den Brechungsindex

n(w) = Ve (W), (w). (1.11)

Mit diesen Grofien sehen die Gleichungen fiir die Propagation in Materialien fast genauso aus wie die
ungestorte Propagation von Licht im Vakuum und es tritt lediglich eine durch den Brechungsindex
korrigierte Lichtgeschwindigkeit auf. Wir weisen darauf hin, dass diese Beschreibung natiirlich sehr
vereinfacht ist und in Wirklichkeit die Photonen nicht frei im Material propagieren, sondern mit der
Vakuumlichtgeschwindigkeit nur fiir kurze Strecken frei zwischen den Atomkernen und Elektronen
des Materials propagieren, aber stdndig absorbiert und reemittiert werden, also standig mit der Ma-
terie wechselwirken. Nur auf makroskopischen Skalen sieht die Propagation so aus als sei sie so frei
wie im Vakuum. Auf dieser makroskopischen Skala wird aus Licht eine klassische elektromagnetische
Welle, die in der Regel ihre Quantennatur verbirgt. Variieren die Materialeigenschaften auf einer
Lingenskala |Ar| > A, die grofier ist als die Wellenldnge des darin propagierenden Lichtes, so kann
sich die elektromagnetische Welle an die neuen Eigenschaften am neuen Ort adiabatisch anpassen,
ohne dass die elektromagnetische Welle reflektiert wird. In diesem Fall vereinfacht sich die Optik
zur geometrischen Optik und die Propagation des Lichtes kann mit nicht notwendigerweise gera-
den Lichtstrahlen beschrieben werden. Erfolgen die Anderungen der Materialeigenschaften auf einer
Skala |Ar| < A, die kleiner ist als die Wellenldnge des Lichts ist, werden die elektromagnetischen
Wellen an diesen Eigenschaftsdnderungen sowohl transmittiert als auch reflektiert.

1.2 Lichtquellen

Auch bei Lichtquellen kénnen wir unterscheiden, ob die Erzeugung des Lichts ein einzelner quanten-
elektrodynamischer Prozess ist, ob eine thermische Verteilung von Lichtemissionsprozessen vorliegt,
oder ob die elektromagnetische Welle klassisch erzeugt wird. Bei einem einfachen quantenelektro-
dynamischen Prozess wechselt ein Elektron von einem Energieniveau FE,, auf ein anderes E,, und
emittiert dabei ein Photon welches die Energie hwy.,, welche dem Energieunterschied der beiden
Niveaus entspricht besitzt.

hwpm = En — En, (1.12)

In Abbildung [T.4] haben wir ein gegeniiber Abbildung [I.2] vereinfachtes Energieschema aufgetragen.
Zunéchst sitzt das Elektron in einem hoheren Energieniveau und wechselt nach einer statistischen
Lebensdauer 7 ins tiefere Niveau. Die endliche Lebensdauer bewirkt, dass auch die Frequenz des
Photons mit einer Unschérfe v = 1/7 behaftet ist, die zu einer natiirlichen Linienbreite des Emis-
sionsspektrums fithrt.
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Abbildung 1.4: Linienspektrum mit natiirlicher Linienbreite

Linienspektren treten im Sichtbaren auf bei Gasentladungen, bei Farbstoffen, bei der Luminiszenz
und beim Laser.

Das Gegenbeispiel eines quantenmechanischen Linienspektrums ist der klassische Hertzsche Dipol-
sender, wie wir ihn in der Vorlesung Elektrizitdt und Magnetismus des letzten Semesters kennen
gelernt haben. Dabei werden Elektronen in einem Metall klassisch beschleunigt und wechseln dabei
von einem Zustand an der Fermikante zu anderen Zusténden ebenfalls in der Nahe der Fermikan-
te. Die Energieunterschiede der Elektronen |Ey — FEs| < h/7 sind viel kleiner als die natiirliche
Linienbreite der Ubergiinge, so dass die abgestrahlte elektromagnetische Welle nicht die Frequenz
hwo = By —F5 der Energienivaeuunterschiede hat sondern eine Uberlagerung vieler breiter Spektren
von Einzeliibergéingen der Elektronen ist und dann klassisch mit der Resonanzfrequenz (w = h/2L
bei einem metallischen Sender der Lange L) des Senders abstrahlt.

Eine dritte Klasse von Lichtquellen sind Temperaturstrahler . Ein solcher Strahler besteht aus
einem Material bei dem die Photonen mit dem Material im Gleichgewicht sind, d.h. es werden stéin-
dig Photonen absorbiert und emittiert, so dass auch die Photonen auf der selben Temperatur sind,
wie das Material. Unsere Sonne ist ein Temperaturstrahler. Die meisten Photonen der Sonne befin-
den sich im Sonneninneren wo sie jahrelang stdndig absorbiert und emittiert werden. Kein Photon
des Sonneninneren hat eine signifikante Wahrscheinlichkeit von dort ungestort Richtung Erde zu
entweichen. Die vergleichsweise geringe Strahlung die von der Sonne {iber die Oberfliche entweicht
stort das thermische Gleichgewicht zwischen Material und Photonen insofern, dass die Temperatur
der Oberflache der Sonne (ca. 5000 K) wesentlich niedriger ist als im Sonneninneren. Wir sehen des-
halb das Strahlungsspektrum zur Oberflichentemperatur nicht zur Innentemperatur der Sonne. Ein
schwarzer Temperaturstrahler ist ein idealisiertes Material, das in der Lage ist, Photonen jeglicher
Frequenz zu absorbieren. Das Spektrum eines solchen schwarzen Strahlers ist kontinuierlich und
durchlduft ein Maximum der Emission fiir Frequenzen, die in etwa der Temperatur des Strahlers
entsprechen hw,q. ~ kT .



10 KAPITEL 1. THEORIEN ZUR BESCHREIBUNG OPTISCHER PHANOMENE

T T T T 1

keT Ao

Abbildung 1.5: Ein Schwarzer Strahler im thermischen Gleichgewicht mit den Photonen. Das
kontinuierliche Planckspektrum hat ein Maximum bei der thermischen Energie des Strahlers.









Kapitel 2

Die Wellengleichung fiir
elektromagnetische Felder

In dieser Vorlesung besprechen wir die fundamentalen Gleichungen der klassischen Physik und
stellen die phidnomenologischen klassischen Gleichungen der Physik gegentiber. Wir fithren die Fou-
riertransformierten elektromagnetischen Felder ein und leiten die Wellengleichung der Felder her
und l6sen die homogene Maxwellgleichung. Wir fithren das elektrische Potenzial und das Vektorpo-
tenzial sowie den Hertzsche Vektor ein. Die elektrische Polarisation ist der Quellterm in der Wellen-
gleichung fiir den Hertzschen Vektor. Wir zeigen, dass elektromagnetische Wellen im Dielektrikum
transversale Wellen sind. Die Dispersion der Welle wird durch den Zusammenhang zwischen Kreis-
frequenz und Wellenvektor beschrieben. Die Polarisation der elektromagnetischen Welle ist durch
die Richtung des elektrischen Feldes definiert, senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der elektroma-
gnetischen Welle und parallel zur elektrischen Polarisation des Metalls. Die Lichtgeschwindigkeit
im Dielektrikum ist langsamer als im Vakuum und die Wellenldnge des Lichtes gleicher Frequenz
ist im Dielektrikum verkiirzt. Der Brechungsindex ist die Wurzel aus der Dielektrizitatskonstante
und beschreibt die Verlangsamung und Verkiirzung.

13
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2.1 Fundamentale klassische Physik versus phianomenologi-
sche klassische Physik

Wir unterscheiden zwischen der fundamentalen klassischen Physik, welche durch die Maxwellglei-
chungen, die klassischen Bewegungsgleichungen, durch die elektromagnetische und die Gravitati-
onskraft beschrieben wird, und der phdnomenologischen klassischen Physik, die aus den Maxwell-
gleichungen in Materie verbunden mit den konstituierenden Gleichungen fiir bestimmte Materialien
beschrieben wird. Wir stellen beiden Satz an Gleichungen einander gegeniiber:

fundamentale klassische Physik phinomenologische klassische Physik
V.E:Eﬂ VD = pest

VxE+ 2 =0 VxE+28 -0

V-B=0 V-B=0

AVxB=4 428 V X H = jeur + 2 (2.1)
F.,=q(E+vxB) cE=D-P

FGrav = _%g 6002B =H+M

F=F,+Fgrg = L ——1¥ __ konst. GL. D(E) = ... M(B) = ..

it Ji-v2e

Die fundamentale klassische Physik ist ein in sich geschlossenes System von Gleichungen, mit dem
sich im Prinzip die Bewegung aller geladenen Teilchen und die Bewegung der elektromagnetischen
Felder vorhersagen lassen. Sie steht aber im Widerspruch zu Experimenten und kann insbesondere
die Stabilitdt der Materie nicht erkléren.

Die phinomenologische klassische Physik ist ebenfalls ein geschlossenes System von Bewegungs-
gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder inklusive der Beschreibung der nicht messbaren
zerlegten Felder D, P, H, M, mit denen sich die Zukunft der Felder in bestimmten Materialien
vorhersagen lésst. Sie sind aber keine fundamentalen physikalischen Gleichungen, da die konstitu-
ierenden Gleichungen nur materialspezifisch gelten und nicht universell anwendbar sind.

Eine in sich geschlossene fundamentale Physik muss die klassischen Gleichungen durch quanten-
mechanische Gleichungen ersetzten, die wir hier aber nicht besprechen werden. Sie werden ein
quantenmechanisches Weltbild in der Vorlesung Quantenmechanik kennen lernen.

Die Maxwellgleichungen der phdnomenologischen klassischen Physik sind linear, solange die konsti-
tuierenden Gleichungen linear sind. Es gibt nichtlineare konstituierende Gleichungen. Als Beispiel
einer nichtlinearen konstituierenden Gleichung hatten wir den idealen Ferromagnet mit der Glei-
chung

t| &

(2.2)

kennen gelernt.
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2.2 Fouriertransformierte Maxwell Gleichungen

Die Fouriertransformation ist ein nicht wegzudenkendes Mittel zur Losung linearer partieller Diffe-
rentialgleichungen Wir definieren Felder im direkten und im Fourierraum

direkter Raum Fourier Raum
E(r,t) E(k,w)
Fouriertrafo (23)
<
B(r,t) B(k,w)

Der Mathematiker verziert die Fouriertransformierten Funktionen E(k,w) mit einem Hut, um zu
zeigen dass E eine mathematische Funktion ist, die sich von E unterscheidet. In der Physik lassen
wir den Hut weg und driicken den Unterschied beider Funktionen dadurch aus, dass die Namen der
Argumente der Funktion r, ¢ bzw. k, w klar ausdriicken, ob wir iiber Funktionen im direkten Raum
oder im Fourierraum sprechen. Wir lassen also ab sofort den mathematischen Hut verschwinden
und definieren:

FT B, 1)] (ko) = B(k,w) = [ Tt / Pre—itkr—ot) gy ) (2.4)

mit der Fourierriicktransformation

> dw d k 2(kr wt)

FTEK,w)] (r,t) = E(r,t) Ek,w) (2.5)

Wir berechnen die Divergenz die elektrischen Feldes

3
t) = / d k e!ler=et) Bk d k3 ek . B(k,w) (2.6)
und finden so
FT[V-E(r,t)] (k,w) =ik -Ek,w). (2.7)
Genauso finden wir
FT [V x E(r,t)] (k,w) = ik x E(k,w) (2.8)

FT [0:E(r,t)] (k,w) = —iwE(k,w).

Differentiationen im direkten Raum werden zu algebraischen Operationen im Fourierraum. Wir
schreiben die phédnomenologischen Maxwellgleichungen im direkten Raum und Fourierraum auf
und stellen diese gegeniiber:

direkter Raum Fourier Raum
1. V-D(r,t) = pext(r,t) Fouglerralo iy Dk, w) = poxt (k, w)
2. VxE(r,t)+ 2B — g ik x B(k,w) — iwB(k,w) =
3. V-B(r,t)=0 ik - B(k,w) =0
4.V x H(r,t) - BED — 5 (r,1) ik x H(k,w) + iwD (K, w) = jext (k,w)

(2.10)
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In der Optik interessieren uns in der Regel dielektrische Materialien, die der konstituierenden Glei-
chung

D =¢.¢E (2.11)
H— oB (212)

geniigen. Wir betrachten die Maxwellgleichungen in der Abwesenheit von externen Ladungen und
externen Stromen peyxt = 0, jext = 0. Aus Gleichung 2 folgern wir die Beziehung

1
B= ~kxE (2.13)
w
Wir setzten in Gleichung [2:10}4 ein und erhalten

1
Ak x <k X E) +we, E=0 (2.14)
w
Ak x (k X E) + ¢w’E =0 (2.15)
¢ ( Kk - m) E+ewE=0 (2.16)
(er(W)w? —E*)E =0 (2.17)

Wir transformieren Gleichung in den direkten Raum und erhalten die Wellengleichung fiir das
elektrische Feld:

2 o2
Die Wellengleichung ist eine wichtige Gleichung fiir die Propagation des elektrischen Feldes, die wir
genauer besprechen werden miissen.

<v2 ) 82) E = 0. (2.18)

2.3 Das elektrostatische und das Vektorpotenzial

Im Fourierraum lauten die homogenen Maxwellgleichungen

k-B=0 (2.19)
ik x E =1iwB (2.20)
Sowohl Gleichung als auch Gleichung [2.20] sind algebraische Gleichungen, die wir leicht 16sen

konnen.
Schreiben wir die magnetische Flussdichte als

B=ikxA (2.21)

und
E = —ik¢ + iwA, (2.22)

dann folgt mathematisch
k-B=k-(ikx A)=0, (2.23)
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sowie
itk x E =ik x (—ik¢ + iwA) = ik X (iwA) = iw(tk x A) = iwB (2.24)

und die homogenen Maxwellgleichungen sind damit fiir beliebig gewéhltes ¢ und A erfiillt. Wéahlen
wir ein anderes Vektorpotenzial und elektrostatisches Potenzial ¢’ und A’ geméaf:

A’ = A +iky
¢ = ¢ +iwx (2.25)

und berechnen daraus neue elektromagnetische Felder E’ und B’, so finden wir

B =ikxA'=ikxA+ikxiky=ikxA=B (2.26)
E = —ik¢' +iwA’ = —iko — i’kwy + iwA + i’kwy = —ik¢ + iwA = E, (2.27)

dass die gestrichenen Felder mit den urspriinglichen Feldern iibereinstimmen und beide Sorten
Potenziale, gestrichen oder ungestrichen, dieselbe physikalische Situation beschreiben. Wir sagen
die Physik ist invariant unter der Eichtransformation [2.25]

Wenn wir die Eichfunktion y zu

2
‘= ,‘;{(i;_c C‘;};;)‘ (2.28)
wahlen, finden wir, dass die gestrichenen Potenziale die Bedingung
(we' — k- A') = (wo +iw?y — ’k - A — ’k - iky)
2

= (wp— k- A —i(w? — c2k2)m) =0 (2.29)

erfiillt. Erfiillt ein elektrostatisches Potenzial und Vektorpotenzial die Bedingung
(w¢' — *k - A’) =0, (2.30)

so sagt man, die Potenziale liegen in Lorenzeichung vor.

2.4 Losung der inhomogenen Maxwellgleichung mit Neben-
bedingung

Wir driicken die elektromagnetischen Felder in den inhomogenen Maxwellgleichungen durch die
Potenziale aus und nehmen an, dass die Potenziale Lorenzgeeicht sind. Damit wird aus

c*ik x B = —iwE + j/eo (

ik x (ik x A) = —iw(—ikp + iwA) + j/eo (2.32
A(k*1 —kk) - A + wko — w?A = j/eo (
(K — WA + k(wp — *k - A) = j/eo (

=0

Lorenzeichung

@k —wh)A = /e, (2.35)
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und aus
ik-E=p/e (2.36)
ik - (—iko + iwA) = p/eo (2.37)
(k* — o.)2);£2 + Z)—Z(o.)(b — k- A) = p/eg (2.38)

|
=0
Lorenzeichung
wird

(k* —wo/c? = p/eo. (2.39)

Fourierriicktransformation in den direkten Raum liefert die beiden Wellengleichungen
(*V? —0HA = —j/eo (2.40)
(V2 530)6 = —p/co, (2.41)
die unter der Nebenbedingung gelten, dass die Potenziale Lorenzgeeicht sind:
V- A+ 00 =0, (2.42)
und dass die Ladungsdichte und Stromdichte die Kontinuitétsgleichung erfiillen:

V-j+dp=0. (2.43)

2.5 Wellengleichung fiir den Hertzschen Vektor

Die beiden Nebenbedingungen der Lorenzeichung und der Kontinuitédtsgleichung kénnen wir durch
Einfithrung des Hertzschen Vektors Z und der Polarisation P erfiillen. Wir schreiben die Potenziale
als

¢p=ik-Z (2.44)
A= Zci,jz (2.45)

Dann gilt automatisch
(wo — ¢k - A) = (wik - Z — >k - %Z) =0 (2.46)

und die Potenziale sind Lorenzgeeicht. Wir finden damit die Wellengleichungen

w .
(Pk* — w2)c—2Z =j/eo (2.47)
(k* —wH)ik-Z/c* = p/eo (2.48)

Im Experiment variieren wir die (interne) Ladungsdichte und die (interne) Stromdichte in einem
Metall, um dann zu sehen wie die elektromagnetischen Felder auflerhalb des Metalls sich zeitlich
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und rédumlich verdndern. Wir kénnen aber die Ladungsdichte und Stromdichte nicht unabhéngig
voneinander variieren, da beide iiber die Kontinuitdtsgleichung

—iwp+tk-j=0 (2.49)

gekoppelt sind. Wir driicken die Stromdichte und Ladungsdichte durch die Polarisation aus:
p=—ik-P (2.50)
j=—iwP, (2.51)

mit der die Kontinuitédtsgleichung automatisch erfiillt ist. Mit dieser Ersetzung kollabieren die beiden
Wellengleichungen [2:47 und [2:48] zu einer einzigen Wellengleichung

Z
(w? — /4:202)0—2 =P/eo, (2.52)

ohne irgendwelche Nebenbedingungen. Die Potenziale und elektromagnetischen Felder ergeben sich
dann iiber

6 =ik-Z (2.53)
A= Zc%’z (2.54)
B:ikxA:—c%kxz (2.55)
2
E= —ik¢ +iwA =kk -Z — “cizz (2.56)

und erfiillen alle Nebenbedingungen.

2.6 Eindimensionale Losung der Wellengleichung mit Quelle

Wir betrachten ein diinnes unendlich ausgedehntes Metall in der yz-Ebene bei z = 0, welches wir
als Sender fiir elektromagnetische Wellen, die in die £z-Richtung propagieren benutzen (Abbildung
. Wir nehmen an, dass das Metall periodisch entlang der y-Richtung polarisiert wird:

Py o
P(t) = T]fema(x)ey (2.57)
Das Metall selbst sei von einem Dielektrikum umgeben welches der konstituierenden Gleichung

Pp = ecoxaF = eoxea(—VV - Z + ?—EZ) geniige. Wir suchen nach einer Senderlésung, bei der die
Polarisation nur auslaufende Wellen der Form

Z(l‘,t) — Zei(wt—k\:d)ey — Zei(wt—kzsign(z))ey, (258)

die fiir x < 0 und z > 0 in entgegengesetzte Richtungen vom Metall fortlaufen, besitzt.
Wir setzen den Ansatz in die Fourierriicktransformierte Wellengleichung ein und ziehen
den Polarisationsterm des Dielektrikums mit auf die linke Seite.

(14 xe)07 — ONZ = (—e,w? — PONZ = —€,w°Z — 20, [(—ik sign(x))Z] (2.59)

Py .
= (K2 — e,w?)Z — A (—ik)26(x)Z = Tf]jewta(x)ey (2.60)
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Abbildung 2.1: Ein diinnes Metall als Sender eindimensionaler elektromagnetischer Wellen

Das letzte Gleichheitszeichen in Gleichung [2.60] gilt genau dann wenn gilt

, P
ew? = E*c? und Z = BTel (2.61)
Wir finden also die Losung
—Py .
Z(x,t) = W;”e“wt*’“'“)ey, (2.62)

wobei k = nw/c gilt und wir den Brechungsindex

n=./e (2.63)

eingefithrt haben. Die Oszillationen der Polarisation Pj; im Metall bei z = 0 ist die Ursache
(Quelle) der auslaufenden elektromagnetischen Welle mit derselben Frequenz wie die Frequenz der
Polarisation und mit der Wellenlinge A = 2m/k. Die Oszillationen der Polarisation, und damit
der Ladungs- und Stromdichte im Metall fungieren als Sender. Wir nehmen dabei an, das wir die
Polarisation im Metall unter unserer Kontrolle haben wéhrend die Polarisation im Dielektrikum als
Reaktion auf die Polarisation im Metall begriffen wird.

Wir erhalten eine weitere Losung, die Antennenlésung (Abbildung wenn wir eine Zeitspiegelung
t — —t durchfithren bei der die Wellen auf das Metall zulaufen und in diesem die Polarisationsos-
zillationen anregen.

— Py
2k2
Das Metall absorbiert die einfallenden elektromagnetischen Wellen und setzt die Ladungen im
Metall in Bewegung. Das Metall fungiert als Antenne.

Z(z,t) = el-wi=klehe (2.64)
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Abbildung 2.2: Ein diinnes Metall als Empfinger eindimensionaler elektromagnetischer Wellen

2.7 Elektrisches Feld und Flussdichte einer ebenen elektro-
magnetischen Welle

Weit weg vom Sender oder von der Antenne kénnen wir die Welle einfach durch
Z(x,t) = ZelWthede, G =k,c/n (2.65)

beschreiben. Wir benutzen die Gleichungen [2.55 und [2.56 und finden die elektromagnetischen Felder

ky -
B= —Z"—Zk X7 = —“;—22el<wt*’“”>ex x e,
Wke 5 i(wt—k,a) w? i(wt—kex)
= _c_226 e, X ey, = —nc—3Ze e, (2.66)
w? w? 4 .
E=kleserZ — —Z=——Ze W hve, (2.67)
C C

Wir sehen, dass elektrisches Feld und Flussdichte in Phase zueinander schwingen, und dass der
Wellenvektor k, das elektrische Feld E und die Flussdichte B ein Rechtssystem von orthogonalen
Vektoren bilden Abbildung

Die Wellenlange der Welle betragt

2 2me
A= =2 2.68
k nw’ ( )

so dass bei fester Kreisfrequenz w die Wellenlénge im Dielektrikum

>\Vakuum (2 69)
—n .

ADielektrikum =
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E(x,t)

Abbildung 2.3: Elektrische Feld und magnetische Flussdichte einer ebenen laufenden elektroma-
gnetischen Welle

gegeniiber derselben Welle im Vakuum um den Faktor 1/n verkiirzt ist. Wir zeigen dies anhand einer
Dezimeterwelle mit zwei \/2-Antennen, die sich in Threr Lange um den Faktor n = 5 unterscheiden.
Die eine Antenne empféngt im Vakuum, die andere in Wasser. Sie erkennen daran auch, dass auch
in einem Dielektrikum, wie Wasser, die dielektrische Funktion von der Frequenz abhédngt. Der Wert
der statischen Dielektrizitdtskonstante von Wasser ist €p,0(w = 0) = 80 # em,0(w = 2nGHz) =
nfo(w=2rGHz) = 25

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der dispersionfreien Welle ist

w c

Vkw = Vg = Vpp = ﬁk = (2.70)

Das Amplitudenverhéltnis zwischen magnetischer Flussdichte und elektrischem Feld in der Welle
betragt

B n
B_n 2.71
-z (2.71)
2.8 Stehende elektromagnetische Welle
Wir superponieren eine links- mit einer rechts laufenden Welle und finden:
B_ %(_L];ﬂ?zei(wt—kmx)ez n L’zxzei(wwkmz)ez)
c c
w2 Sy e wt 2w2 T .
= %(nc—gZh sin(k,x)e'“e,) = —nc—?)Z sin(k,z) sin(wt)e, (2.72)
w? i(wt—kgx w? . i(w T
E= —§R(C—2Ze (wi—ke2)g, 4 C—QZe (witkaz)g )
2w? 4 . 2w? 4
= —%(%Zcos(kxx)elmey) = —C%Z cos(kyx) cos(wt)e,. (2.73)

Wir sehen, dass das elektrische Feld und die magnetische Flussdichte sich zeitlich abwechseln und die
Bauche des elektrischen Feldes im Raum, den Knoten der magnetischen Flussdichte entsprechen und
umgekehrt (Abbildung . Die Energie schwingt zwischen den magnetischen Flussdichtebduchen
und den elektrischen Feldbduchen hin und her.
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t=T/8

t=T/4

Abbildung 2.4: Elektrische Feld und magnetische Flussdichte einer ebenen stehenden elektroma-
gnetischen Welle bei verschiedenen Zeiten

2.9 Fazit

Das elektrostatische Potenzial und das Vektorpotenzial ¢, A 16sen die homogene Maxwellgleichung.
Der Hertzsche Vektor Z legt die Wahl der Eichung fest auf die Lorenzeichung. Die elektrische
Polarisation P 16st die Kontinuitdtsgleichung und ist der Quellterm in der Wellengleichung fiir den
Hertzschen Vektor. Elektromagnetische Wellen im Dielektrikum sind transversale Wellen bei denen
der Wellenvektor k, das elektrische Feld E und die Flussdichte B ein Rechtssystem von orthogonalen
Vektoren bilden. Die Dispersion der Welle wird durch w = ke¢/n beschrieben, die Polarisation des
elektrischen Feldes ist senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und parallel zur elektrischen Polarisation
P des Metalls.

2.10 Polarisation der elektromagnetischen Welle

Wir fanden in Gleichung [2.66] und Gleichung [2.67] die magnetische Flussdichte und das elektrische
Feld einer in z- Richtung laufenden Welle, bei der das elektrische Feld entlang der y-Richtung
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ausgerichtet ist:
B, = —n“’—QZei(“t_k”)ez

s -polarisierte Welle, 2.74
E, = —%;Ze’(wt_kwx)ey Yy-p ( )

und nennen diese Welle eine in y-Richtung linear transversal polarisierte elektromagnetische Welle.
Durch Drehung um 7/2 um die 2-Achse erhalten wir eine in z-Richtung polarisierte Welle:

2 A .
B, = —n¥ Zeilwt-ketle,

E, — %;Zei(m_kﬂ)ez z-polarisierte Welle. (2.75)

Wir superponieren eine y-polarisierte Welle mit einer z—polarisierten Welle:
w2 S i(wt—kex) .
( E ) - ( g ) ii( g ) ZQCSAZie(wtfk ) (e :l:,ley) (2.76)
" L 2 Tl ey Fie:)

e Zeiwt—kaw) (e, iey)
ii%Z@i(”t*kxm)(ez +iey)

(2.77)

w5 i(wt—kgx) .
< B > _ neZe (e: + iey) links(rechts)-polarisierte Welle. (2.78)
Ir

T WS i(wt—kgatw .
E e ZelWihertn/2) (o £ je,)

Wir erhalten eine Losung mit reellen Feldern, wenn wir den Realteil der Lésung [2.78 nehmen und
berticksichtigen, dass

R(e'(e, +ie,)) = e, cosd F e, sing (2.79)
gilt:
( B ) _ B(—e. cos(wt — k,x) £ e, sin(wt — kyz))
!

- 2.80
E E(e, cos(wt — kyx £ 7/2) F ey sin(wt — kyz + 7/2)) (2.80)

(—e; cos(wt — kyx) + ey sin(wt — kyx))
(Fe. sin(wt — kyx) — ey cos(wt — kyx))

links(rechts)-polarisierte Welle. (2.81)

Abbildung 2.5: Elektrische Feld und magnetische Flussdichte einer ebenen zirkular polarisierten
elektromagnetischen Welle
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Die Losungen heiflen links (rechts) zirkular transversal polarisierte elektromagnetische Welle.
Die magnetische Flussdichte und das elektrische Feld winden sich dabei phasenversetzt um den
Wellenvektor k = k e, (Abbildung .

Mit welchen Polarisationsarten wir im Vakuum die elektromagnetischen Wellen beschreiben bleibt
uns liberlassen weil das Vakuum isotrop ist. In anisotropen bzw. chiralen Materialien wird die Wahl
der Polarisation nicht mehr egal sein.

Wir betrachten eine allgemeine Vektorwelle der Form

":b(ra t) = (J’xex + ijey + szez)ei(wtik‘r)v (2'82)

und wir zerlegen die Komponenten des Amplitudenvektors &E’y,z = A;’y’z +1 ;’yz
und Imaginérteile. Dann finden wir fiir den physikalischen Realteil der Vektorwelle.

in seine Real

Rp(r,t) = 121/ cos(wt —k-r) — 1,7)// sin(wt —k - r) (2.83)

Der Vektor Rip(r,t) liegt also in der durch 12/ und {b// aufgespannten Ebene und lduft mit der

Phase ¢ = (wt — k - r) als Funktion von ¢ auf der Ellipse 12:/ cos ¢ — QZH sin ¢ (Abbildung . Die
allgemeine Polarisation einer Vektorwelle ist eine elliptische Polarisation.

Abbildung 2.6: Elliptische Polarisation einer Vektorwelle

Eine Ellipse kann zu einer Linie entarten, so dass lineare Polarisation vorliegt. Sie kann aber auch
zu einem Kreis entarten, so dass zirkulare Polarisation vorliegt. Gegeniiber einer Skalarwelle, die
durch eine Dispersionsrelation w = w(k) charakterisiert ist, ist eine Vektorwelle durch eine im
allgemeinen polarisationsabhéingige Dispersion w = wy(k) und eine Polarisation ¢ = 12;/ + i{p”
charakterisiert. Beachten Sie, dass eine elektromagnetische Welle nur dann eine Vektorwelle ist,
wenn wir uns auf entweder das elektrische Feld oder die Flussdichte beschranken. Betrachten wir
den beide Felder enthaltenden elektromagnetischen Feldtensor F, so ist die volle elektromagnetische
Welle eine Tensorwelle.

2.11 Kraftiibertragung und der Spannungstensor

In der Punktteilchenbeschreibung der Elektrostatik ist die elektrostatische Kraft
F =¢E (2.84)
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durch das Produkt aus Ladung und elektrischem Feld beschrieben. Wir gingen iiber zur Kontinu-
umsbeschreibung und fiithrten die Kraftdichte

f=pE (2.85)

ein wobei die Ladungsdichte durch die inhomogene Maxwellgleichung

p=¢V-E (2.86)

gegeben ist. Wir zielen darauf ab die Kraftdichte als Divergenz einer mechanischen Spannung

f=cE(V-E)=...=V -0 (2.87)

zu schreiben, weil wir dann das Volumenintegral iiber die Kraftdichte als eine Oberflachenintegral
umschreiben kénnen. Die Umformung gelingt uns iiber

f = ¢E(V-E)+ FE x (V x E) (2.88)
=0
= EQ(V . E)E + €0E -VE — 60(VE) -E (289)
= ¢V - (EE) — %OVEQ (2.90)
=V |[qEE - %OE“‘]@ (2.91)
Die Grofle
el = €EE — %OEZJI (2.92)

heifit Maxwellscher Spannungstensor der Elektrostatik. Eine unter mechanischer Spannung liegende
Region wo g, # 0 aber V - oo = 0 gilt, ist eine Region wo durch mechanische Spannung (im
elektrischen Feld) Kraft {ibertragen wird, aber selbst keine Kréfte wirken. Die Situation ist die
selbe, wie in der Mechanik beim Tauziehen. Solange die tauziehenden Mannschaften an den Enden
des Seils mit gleicher Kraft ziehen, wirkt auf das Seil keine Kraft, da es nicht beschleunigt wird,
es ist jedoch unter mechanischer Spannung. Der Raum zwischen zwei Kondensatorplatten ist unter
mechanischer Spannung, iibertrigt die Kraft von der einen auf die andere Kondensatorplatte, wird
aber selbst durch keinerlei Kraft beschleunigt.
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Abbildung 2.7: Ein unter mechanischer Spannung stehendes kréftefreies Seil iibertriagt die Kraft
zwischen zwei Tauziehern. Der unter der Maxwellspannung stehende krraftefreie Zwischenraum des
Kondensators iibertragt die Kraft zwischen den Platten.

2.12 Ubungen

2.12.1 Quantenoptik/Wellenoptik/geometrische Optik

Geben Sie jeweils ein Beispiel (nicht die aus der Vorlesung) fiir ein optisches Phénomen, welches
e nur mit der Quantenoptik,
o mit der Wellenoptik ohne Benutzung der Quantenoptik,bzw,
e mit der geometrischen Optik ohne Benutzung der Wellenoptik

erklart werden kann.

2.12.2 Metallischer Empfanger

In der Vorlesung haben wir eine lineare Empfinger Losung der Wellengleichung fiir den Hertzschen
Vektor Z und die Polarisation P abgeleitet, bei der das Metall an der Stelle x=0 sowohl von rechts als
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auch von links eine elektromagnetische Welle empfingt. Finden Sie die Losung fiir den Empfianger
bei x=0 bei der eine Welle nur von links auf das Metall trifft, nicht aber von rechts. Hinweis:
Superponieren Sie eine rechtslaufende Welle ohne Quellterm zur Empfingerlosung der Vorlesung
die die Welle auf der rechten Seite kompensiert. Wie sieht die Welle jetzt auf der linken Seite aus. Wo
befinden sich Knoten und Biuche des Hertzschen Vektors, wo Knoten und Béuche des elektrischen
und magnetischen Feldes?

2.12.3 Experiment: In der Mikrowelle

Die Frequenz der Mikrowellen in Haushalts-Mikrowellengerédten betragt 2450 MHz. Dies entspricht
einer Wellenlénge in der Luft von 12,25 cm. Vermessen Sie Thre Mikrowelle. Sind die Abmessungen
Vielfache der halben Wellenldnge? Nehmen Sie ein Set aus zwolf Schnapsglidsern und fiillen Sie
sechs davon mit Wasser und sechs davon mit Schnaps. Platzieren Sie jeweils 6 Gldser im Abstand
einer Viertelwellenldnge (Dreiviertelwellenldnge) in eine nicht rotierende Stellung in der Mikrowelle
(Sie kénnen die Mikrowelle auf den Kopf stellen). Messen Sie die Temperatur in den Glédsern nach
dem Heizen. Konnen Sie die stehende Welle messen? Wie unterscheidet sich die Aufheizung von
Wasser von der von Schnaps? Alternativ kann man auch eine ausgepackte Tafel Schokolade in der
Mikrowelle nichtrotierend erwérmen bis die Schokolade anfingt zu schmelzen.

2.12.4 Programmierung: Ausgedehnte Quellen

Die allgemeine Losung der eindimensionalen elektromagnetischen Welle zu einer Polarisation der
Form

P .
P(z,t) = —Z(:) e“”ey

ist durch

o 7p x . ’
Z(:L’,t) _ / da’ 2]{55 )ez(wtfk\wfz \)ey,

gegeben. Betrachten Sie eine Metallplatte der Dicke d an der Stelle 0 < 2 < d deren Polarisation

dort P(z) = sin(gz) bzw. P(x) = sinh(gz) betriigt und auBerhalb der Metallplatte verschwindet.
Berechnen Sie numerisch oder auch analytisch den Hertzschen Vektor fiir alle x.









Kapitel 3

Bilanzgleichungen der Energie und
des Impulses

In dieser Vorlesung formulieren wir die allgemeine Form einer Bilanzgleichung der Kontinuums-
beschreibung. Wir leiten die Energiebilanz und Impulsbilanz fiir das elektromagnetische Feld ab.
Zusammen mit der Materie ist sowohl die Energie als auch der Impuls erhalten. Eine kréftefreie
Region unter mechanischer Spannung kann Impuls iibertragen. Die Energiestromdichte des Feldes
wird durch den Poyntingvektor beschrieben. Wir zeigen die Energiestromdichte fiir ebene laufende
und stehende elektromagnetische Wellen.

31
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3.1 Lokale Erhaltungssitze

Wir haben in Vorlesung iiber Elektrizitat und Magnetismus die Erhaltung der Ladung mittels der
Kontinuitatsgleichung in einer Kontinuumsbeschreibung kennengelernt:

ap B
P v v =0, (3.1)

die nach Integration {iber ein endliches Volumen die Form
0 0
9%Q +/ d*rV - (pv) = 9Q —1—/ d*Sn - (pv) =0, (3.2)

annimmt. Die Ladung kann sich nur verédndern, indem sie durch den Rand des Volumens ein- bzw.
ausstromt. Eine analoge Kontinuitatsgleichung haben wir fiir die Massendichte p,,, in der Mechanik
kennengelernt. Ebenso fanden wir fiir die Impulserhaltung in der Fluiddynamik die Gleichung

0pmVv
ot

wobei der Term (p,,vv) den Strom des Impulse infolge der Advektion des Fliissigkeitsvolumen

beschreibt, und —o den Strom des Impulses in Folge lokaler, iiber die gemeinsamen Rénder zweier

Fliissigkeitsvolumina vermittelter, kurzreichweitiger Oberflachenkrifte.

Ganz allgemein hat die Struktur eines Erhaltungssatzes in der Kontinuumsbeschreibung die Form:
oY

57 TV e =0, (3.4)

wobei ¢ die skalare, vektorielle oder tensorielle Dichte der Erhaltungsgrofie ¥ = fV WPd3r ist, Ju die
Stromdichte der Erhaltungsgréfie. Ist ¢ eine Tensor nter Stufe, dann ist j, ein Tensor (n + 1)ter
Stufe. Die allgemeine kontinuumstheoretische Formulierung der Bilanz einer nicht erhaltenen Grofle

ist: o

bei der ¢y der Quellterm heift. Ist gy (r) > 0 so nimmt an der Stelle r die Dichte ¢ zu, ohne dass
iiber den Rand etwas hinzuflieBen miifite. Die GréBe ¥ wird aus dem nichts erzeugt. Ist g, (r) < 0 so
nimmt an der Stelle r die Dichte ¥ ab, ohne dass {iber den Rand etwas abflielen miiite. Die Grofie
U wird an der Stelle r vernichtet. Oft kommt es vor, dass man zwei verschiedene nichterhaltene
Dichten 11,9 hat, die einen entgegengesetzten Quellterm besitzen:

+V.-(pmvv)=V-0o (3.3)

8’¢1 . -

o TV =ay (3.6)
61#2 . o
o TV dv =0 (3.7)

Die Summe beider Dichten ist dann eine erhaltene Dichte

(1 + 2)

ot

Der Quellterm ¢y erzeugt ¥; indem er Wy vernichtet. ¥; wird in ¥y verwandelt und 1 + 95 ist
lokal erhalten.

+ V- (g, +ye) =0. (3.8)
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3.2 Energiebilanz

Ein fiir uns wichtiges Beispiel ist die Umwandlung von Feldenergiedichte ©1 = wpe;q in Energiedichte
der Materie 9 = Upsaterie-
Die Bilanzgleichung der Feldenergie lautet

OUFeld
—— +V-S=-P. 3.9
Tas (3.9)
Hierbei bezeichnet S die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes und P die Leistungs-
dichte des Feldes an der Materie. Die Energie des Feldes wird vernichtet durch Leistung des Feldes
an der Materie.
Die Bilanzgleichung der Energie der Materie lautet

o ,
TliMateric 4 G . jp = P. (3.10)
ot
wobei jg die Energiestromdichte in der Materie bezeichnet, und die Energie, die dem Feld verloren-
gegangen ist in der Materie als materielle Energiedichte wieder auftaucht weil sie durch die Leistung
P vom Feld auf die Materie iibertragen wird.

3.3 Impulsbilanz

Auch die Impulserhaltung gilt nur fiir den Impuls des elektromagnetischen Feldes plus den Impuls
der Materie. Wir schreiben den Impulserhaltungssatz fiir den Gesamtimpuls (Feld + Materie) auf:

apMaterie ag
——F—+ —=-V.0=0 3.11
ot ot 7= (3.11)
wobei pasaterie die Impulsdichte der Materie g die Impulsdichte des Feldes und —o die Impulss-
tromdichte bezeichnet. Die Impulsstromdichte ist der negative Spannungstensor. Wir betrachten
den statischen Spezialfall, indem sédmtliche Zeitableitungen verschwinden und deshalb

V-oa=0 (3.12)
gilt. Fir den Spannungstensor finden wir
—0 = — Ol + PmVV - O mech
Impusstrom des Feldes Impulsstrom der Materie Impulsstrom der Materie
durch Advektion durch mechanische
Oberflachenkrafte
(3.13)
wobei .
o = ¢oEE — EOEQ]I (3.14)

den elektrostatischen Maxwellschen Spannungstensor des Feldes bezeichnet.



34 KAPITEL 3. BILANZGLEICHUNGEN DER ENERGIE UND DES IMPULSES

3.4 Dynamische Energie-Impulserhaltung

Die relativistische Erweiterung des Impulssatzes zum Energie-Impulssatz liefert uns die Bilanzglei-
chungen fiir den allgemeinen dynamischen Fall. Wir kombinieren die Leistungsdichte und Kraft-
dichte zu einem Vierervektor

()= (aifom )= (8 ) (7)-7(7)  on

verallgemeinern den Maxwellschen Spannungstensor zum relativistischen Viererspannungstensor

o = ¢EE — %014321 (3.16)
_>
€0 €0
g4 = 5]:-4.7‘.—1(]: 4 ]:)14 (3.17)
LE? 4 ©9CB? cocE x B 418
"\ @ExB  GEE+ BB - (B + 9 B 1 (3.18)

Zusamimen mit

v, = ( _%3’5 > (3.19)

V4 4 Oy4 = 04 (320)

Wir brauchen die Richtigkeit der Gleichung[3.20] nicht zu iiberpriifen, denn sie ist die relativistisch
invariante Erweiterung der Gleichung [3.12] und muss wegen der Lorentzinvarianz der Maxwellglei-
chungen die richtige Verallgemeinerung sein.

Wir erhalten so die Energiebilanz

erweitern wir Gleichung [3.12] zu

0 €0ra  €0C7 o 9 .
— —E“+ —B +V. eoc’E x B =— E-j
ot 2 2 —— ~~
. Energiestromdichte des Feldes Leistungsdichte des Feldes
Energiedichte des Feldes an der Materie
(3.21)
und die Gesamtimpulserhaltung
0 0
ar ek x B +4; PmV +V- PmVV = Oel + O mech
ot — ot N~~~ S~—~— ~~ N~——
Impulsdichte Impulsdichte Advektiver -Impulsstrom -Impulsstrom in
des Feldes der Materie Impulsstrom des Feldes der Materie durch
der Materie Oberfliachenkrifte
(3.22)
Die Energiestromdichte
S =¢c’E x B (3.23)

bezeichnet man mit dem Namen der Poyntingvektor.
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3.5 Beispiele fiir Energieflufl des Feldes

3.5.1 Laufende Welle

Wir betrachten eine ebene laufende elektromagnetische Welle

2

w2 A

E= 70—2Z cos(wt — kgx)e,
wky A

B= fc—QZ cos(wt — kyx)e,

und berechnen den Poyntingvektor

eow3ky A

S = «’E x B = =77 cos® (wt — kp)e, X e,
C

o cos? (wt — kpx)e,

35

(3.24)

(3.25)

und sehen, dass der Energiefluss entlang des Wellenvektors gerichtet ist (Abbildung , und in
den Wellenbéuchen besonders viel Energie stromt, wihrend der Energiestrom in den Knotenpunkten

verschwindet. Die Impulsdichte S/c? verhilt sich genauso wie die Energiestromdichte.

X

Abbildung 3.1: E-Feld, B-Feld und Energiestromdichte S einer laufenden elektromagnetischen

Wellen

3.5.2 Stehende Welle

Wir betrachten eine ebene stehende elektromagnetische Welle
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X alllf{ %

> TEnergig- %

Strom >

Abbildung 3.2: E-Feld, B-Feld und Energiestromdichte einer stehenden elektromagnetischen
Wellen als Funktion von Ort und Zeit

B — — 22 7 cos(hya) cos 2

= cos(kyx) cos(wt)e, (3.28)
2 N

B—— “C’f” Zsin(k,z) sin(wt)e, (3.29)

und berechnen den Poyntingvektor

2 6()0.)3]69,; 59
S = ¢¢E x B = ———Z7sin(2wt) sin(2k, z)e, (3.30)

o2
und sehen (Abbildung , dass der maximale Energiefluss entlang der z-Richtung von E-Bauch
zu B-Bauch zu den Zeiten ¢ = T/8,5T/8 auftritt, bzw. in umgekehrte Richtung zu den Zeiten
t = 3T/8,7T/8, und zwar genau zwischen den beiden Bauchen bei x = A/8,3)\/8,5)\/8 und 7A/8.
Das sind die Zeiten und Orte zwischen den maximalen elektrischen und maximalen magnetischen
Energiedichten.

3.5.3 Aufladen eines Kondensators

Wir betrachten den Energiefluss beim Aufladen eines Kondensators (Abbildung[3.3)). Zunéichst (zur
Zeit t1) ist die Energie im elektrischen Feld der Batterie zwischen den beiden Polen der Batte-
rie gespeichert und alle Elektronen sind in Ruhe. Zur Zeit t; wihrend des Aufladens hat sich ein
magnetisches Flussdichtefeld B gebildet weil sich das elektrische Feld mit der Zeit verdandert. Der
dadurch entstehende Poyntingvektor zeigt vom elektrischen Feld in Richtung Draht, bzw. ins In-
nere zwischen den beiden Kondensatorplatten. Im Draht flieit die Energie in die Elektronen, die
Driftgeschwindigkeit v aufnehmen und zu einer materiellen Energiestromdichte jz = vp,,v?/2 vom
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-Pol zum +Pol fithren. Im Kondensator flieit mit dem Poyntingvektor Energie aus dem &ufleren
elektrischen Feld in das Innenfeld zwischen den beiden Platten. Zur Zeit t3 ist die magnetische
Flussdichte und mit ihr der Poyntingvektor und die materielle Energiestromdichte verschwunden.
Der Kondensator ist im aufgeladenen Gleichgewichtszustand.

Beachten Sie, dass die elektrischen Feldlinien in Ladungen enden und der Draht ungeladen ist.
Es verschwinden deshalb elektrische Feldlinien zwischen den Polen der Batterie und tauchen dafiir
zwischen den Kondensatorplatten wieder auf. Feldlinien kbnnen nur verschwinden wenn durch 0, E #
0 magnetische Flussdichte B induziert wird. Der Poyntingvektor S 148t die Energie von einem Ort
zum anderen Ort kontinuierlich stromen, er springt nicht wie die elektromagnetischen Felder. Es
werden nicht die elektromagnetischen Felder sondern die Energie des elektromagnetischen Feldes
transportiert.

ty B ty

> |l<

\, o Y
S &l
Abbildung 3.3: E-Feld, B-Feld und Energiestromdichte S des Feldes und Energiestromdichte

jE = vpmv?/2 der Elektronen beim Aufladen eines Kondensators. t; vor dem Auflade, o wihrend
des Aufladens, t3 aufgeladener Zustand.
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Kapitel 4

Der Hertzsche Dipol

In dieser Vorlesung l6sen wir die Wellengleichung fiir den Hertzsche Vektor fiir einen elektrischen
Punktdipolsender. Alle Feldlinien des elektromagnetischen Feldes hingen entweder am Dipol fest,
oder Sie formen geschlossene Linien die im Falle des Magnetfeldes die Polachse umkreisen, im
Falle des elektrischen Feldes ein Wirbelzentrum umkreisen. Das elektrische Feld kann sich vom Di-
pol ablésen, indem zunéchst ein neues Wirbelzentrum zusammen mit einem Abnabelring entsteht,
und spéter der Abnabelring sich im Ursprung zusammenzieht wenn die Ladungsdichte des Dipols
verschwindet. Die elektrischen Feldwirbel zwangen sich zwischen nicht gleichméssig separierte Ku-
gelflichen und meiden die polaren Regionen.

39
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4.1 Skalare Wellengleichung mit Quellterm

Wir betrachten eine skalare Wellengleichung der Form

2
<v2 + ;;;) U(r,t) = p(r,t) (4.1)

mit der orts- und zeitabhéngigen Amplitude ¥ (r,t) der Welle und dem orts- und zeitabhéngigen
Quellterm p(r,t). Wenn wir in Gleichung die Zeitableitungen zu Null setzen 9, = 0 finden wir
die Poisson Gleichung:
~V2)(r) = p(r) (4.2)

wieder, die aussagt das die Ladungen die Quellen des elektrostatischen Potenzials sind. Eine dyna-
mische Punktquelle

plr, 1) = go*(x)ei! (4.3)
ist eine Quelle die im Ursprung als Funktion der Zeit stdndig ihr Vorzeichen wechselt. Eine solche
oszillierende Ladung ist unphysikalisch, da Ladungserhaltung gilt. Wir wollen hier trotzdem den
Boden der Physik verlassen und eine genau solche Situation mathematisch analysieren. Das Studium
einer dynamischen Skalarwelle mit Punktquelle wird uns helfen den physikalisch komplizierteren
Fall eines Hertzschen Dipolpunktstrahlers besser zu verstehen.
Wir machen fiir die Wellengleichung mit dynamischer Punktquelle den Ansatz

U(r,t) = (r)e™ (4.4)

und finden
- (V45 ) o) = a8’ (1.5)

4.2 Weitere mathematische Spielereien

Wir berechnen den Gradienten des inversen Abstands vom Ursprung:

1 1 1r r
Vo= V=g = (4.6)
1 r
R —— ) =7
VVT V( r3) ! (4.7)

und fragen nach dem Wert des doppelten Gradienten des inversen Abstands. Wir integrieren hierzu
den doppelten Gradienten iiber das Volumen einer um den Ursprung zentrierten Kugel mit Radius
€

1 auss 1
d3rVV; Gan / dQSeTv; (4.8)
r<e r=¢
o 1
== d Se,.e,,r—2 (4.9)
™ _27r 1
= _/o € Sinﬁdﬁ/o dgoere,«e—2 (4.10)

T 2m
= 7/ sinﬂdﬁ/ dye,e,. (4.11)
0 0
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Wir benutzen

sin ¥ cos @
e, = | sindsing (4.12)
cos v
womit folgt
sin? ¥ cos? ¢ sin? ¥ cos psing  sin cos cos
e.e. = | sin?vYcospsingp sin? ¥ sin? ¢ sind cos¥sing | . (4.13)
sindcosdcosp  sinddcosdsin p cos? ¥
Wir finden
o 7 sin? 9 0 0
/ dye,e, = 0 7sin? 9 0 ) (4.14)
0 0 0 27 cos? ¥
und
[T sin0dd [ dpe,e, (4.15)
(1 —c?) 0 0
= f_ll d(cos 1) fOZTr dpe,e, = f_ll de 0 7(l1—¢c?) 0 (4.16)
0 0 27c?
m(c—c3/3) 0 0 e=1 100
= 0 m(c—c3/3) 0 =410 10 (4.17)
0 0 21c3/3 | le=—1 0 01
=11 (4.18)
Wir folgern also, dass
1 4
/ Brvv= = ——1 (4.19)
r<e r 3
gilt und deshalb VV1/r bei r = 0 einen Peak des Volumens 47/3 1 hat. Damit wird
1 r 4 r
VV-=-V—=-——18r) - {V= 4.20
T r3 3 (x) { r3 (4.20)
ausgewertet
beir >0
4m _ 4 r3Vr — rvr?
4T 4 r31 — 3rrr
AT 4 r?1 — 3rr
= —?]16 (r) — — 5 (4.23)
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Wir berechnen jetzt

T or r

r —ikre tkr — g—ikr
—vi .
r r

, 1-3 ,

IR (ikr — 1)e ke 5 16°(r) r = ﬂ % ((—ik — (—ikr — 1)ik)e ")

4 rr e kT ) e 7?1 = 3rr

= _?]].53(1') — k27 + (_Y/k'f' — 1)6 k T

Wir berechnen
e~ tkr 4 3 g e kT ) a1+ 141 T
VARV, " :—?(1-1—1-1-1)5(1‘)—/6 " + (—ikr — 1)e =

—ikr

= —4n83(r) — K2 S -

und finden also die Beziehung

Wir konnen jetzt die Losung der skalaren Wellengleichung

v+ 5 Y e, = gete )
c? Ot2? b= ae
ablesen und finden

477

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Dies sind kugelformige Wellen deren Wellenfronten einen Abstand der Wellenlédnge A = 27 /k haben,
und deren Amplitude umgekehrt proportional zum Abstand abnimmt (Abbildung. Weil aber die
Ladung in der Elektrodynamik erhalten ist kénnen wir diese skalare Welle nicht zur Beschreibung

einer dynamisch variierenden lokalisierten Ladungsverteilung benutzen.
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|w|=q/4nr

Abbildung 4.1: Wellenfronten einer skalaren Kugelwelle

4.3 Hertzscher Dipol

Zur Beschreibung eines Punktsenders brauchen anstatt der skalaren Wellengleichung die Vektor-
wellengleichung fiir den Hertzschen Vektor

1 92 P
(—v2 + c28t2) Z(r,t) = — (4.35)

mit der Polarisation P als Quellterm. Fiir die Polarisation kdnnen wir eine oszillierende Punktquelle
der Form

P(r,t) = pe™t53(r) (4.36)

mit dem dynamischen Dipolmoment pe’* ansetzen, denn die Kontinuititsgleichung wird fiir p =

V-P und j = 0;P automatisch erfiillt. Die Strome flieBen im Punkt r = 0 abwechselnd in Richtung
p bzw. entgegen der Richtung p und die Ladungsdichte ist an den Enden des Dipols konzentriert.

Die Losung der Wellengleichung zur Punktquelle lautet

ei(wt— kr)

Z(r,t) =p——. (4.37)

47'('6()7’

Wir erhalten die elektromagnetischen Felder iiber

LW
B=i5VxZ (4.38)

OJ2
E=-VV-Z- 57 (4.39)
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und finden
i(wt—kr)
w e
B=i—(V x
Z02( P) 4eor
w ei(wt—kr)
= X
4meqc?
GI.
w r ,
=" o (—kr—i i(wt—kr)
47r6002p r3( r—ie
k2 i ei(wt—lﬂ')
B=—-———e x [
47Teoce p(1+ kr) r
w2 ei(wtfkrr)
E=-| VV —1 S —
~— + c? 4eqr
Gl. E29

4 ) i(wt—kr) ) 21 —
= %]].53(1')6“*”: + k2 (r—g — ]l) ¢ (—ikr — 1) @t=kr) r - drr ) 4p
r T T TEQ
1p s o, K elwt=hr) = otk T2l =3 p
E=_-21 w - . = k 1 i(wt—kr)! = 7 920
3 € (r)e™ + 4meg (e, x (e, xp)) r + (ikr + 1)e o 4meg

Wir nehmen den Realteil um eine physikalische Losung zu bekommen und erhalten

k2 cos(wt — kr) k2 sin(wt — kr)

(e, % ) (e x B)

B = —
dmege r + 4dmegc

magnetisches magnetisches
Fernflussdichtefeld Nahflussdichtefeld

2
RE = L(;:j(r) cos(wt) + L(er x (er x p))
3¢o 4eq r

cos(wt — kr)

elektrisches elektrisches
Innenfeld Fernfeld
des Dipols

21-3
+(—krsin(wt — kr) + cos(wt — kr))u P

s 47eq

elektrisches
Nahfeld

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

Das elektromagnetische Feld eines Hertzschen Dipols hat viele Facetten, was alleine schon an der
Komplexitat der Formeln und deutlich wird. Wir miissen deshalb die einzelnen Aspekte der
Gleichungen [£.47 und genauer untersuchen und diskutieren im Folgenden spezifische Grenzfille

des Hertzschen Dipolfeldes.
Wir beginnen mit dem
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4.3.1 Statischen Grenzfall w — 0
Im statischen Grenzfall w = k¢ — 0 finden wir, dass die magnetische Flussdichte verschwindet
B(w—0)=0 (4.49)

und das elektrische Feld nimmt die Form

E(w—0)= — (4.50)

eines statischen Dipolfelds an.
Wir betrachten das

4.3.2 Fernfeld r — oo

Weit weg vom Dipol (r > ) konnen wir Felder die stéarker als umgekehrt proportional zum Abstand
abfallen vernachlédssigen und wir finden das Fernfeld

k2 cos((wt — kr))

B(r — o0) = _47reoc(er X p) . (4.51)
2 _
E(r — 00) — 4];0 (er % (e X p))M. (4.52)
Im Fernfeld gilt
E(r — o)
= 4.
B(r — o) “ (453)

E(r — oc0) und B(r — o) sind in Phase und die Maxima von B und E stimmen in Ort und Zeit
iiberein. Es gilt
E(r — o0)-B(r — o) =0, (4.54)

so dass beide Felder senkrecht aufeinander stehen. Wenn wir das elektromagnetische Feld in Rich-
tung P

r rp (4.55)
betrachten finden wir, dass sowohl E = 0 als auch B = 0 in dieser Abstrahlrichtung verschwinden.
Es erfolgt keine Abstrahlung entlang der Ausrichtung des Hertzschen Dipols.
Der Poyntingvektor des Fernfelds betragt

S(r— o) = €oc’E(r — 00) x B(r — 00) (4.56)

- _ 1124;5620 cos2(a;t2— kr) (er X (e X €,)) X (€ X €p) (4.57)
- 1];?5:0 COSQ(%_ ) (e, x e, (4.58)

_ w146s71;1i0i§2 COSQ(u:;— kr) .. (159)

el (4.60)

r2
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und ist in Abbildung gegeniiber dem Winkel 9 aufgetragen.

S~sin?9

Abbildung 4.2: Abstrahlcharakeristik eines Hertzschen Dipols

Der Energiestrom durch eine Kugeloberfliche um den Hertzschen Dipol ist fur jeden Kugelradius
derselbe und es geht keine Energie zwischen zwei Kugeloberflichen verloren und es reichert sich
auch keine Energie zwischen diesen an. Die iiber eine Schwingungsperiode gemittelte Energie fliefit
stationdr V - S = 0 radial nach Auflen.

Wir betrachten

4.3.3 Das Nahfeld 0 <r < XA =27/k
Im Nahfeld 0 < r» < A = 27/k finden wir die Flussdichte

k  sin(wt — kr)

B0<r<\)= 3 (e, X p) (4.61)

4megc T
die um die Gréflenordnung kr/c schwécher ist als das elektrische Feld:

r’l—3rr p

E(0 < r < \) = cos(wt — kr) (4.62)

rd Cdrmey’
das ein mit der Kugelwelle cos(wt — kr) moduliertes statisches Dipolfeld ist. Die elektrischen Feldli-
nien des Nahfelds beginnen und enden am oszillierenden Dipol (dem Sender) wenn cos(wt) # 0. Sie
kénnen sich vom Dipol nur zu den Zeitpunkten t; = 7'/4 4 4T'/2 mit cos(wt;) = 0 ablésen vom Sen-
der, also im Moment verschwindenden Dipolmoments, wenn die Stromdichte j = 9;p cos(wt)§>(r) =
pw sin(wt)d3(r) maximal ist. Die Tensorstruktur des elektrischen Dipolfeldes kénnen wir umformen
zu dem Ausdruck

r21 — 3rr = r? (egey + €gey — 2e,€;) (4.63)
und das Dipolmoment
p = pe. = p(e, cos ¥ — ey sin ), (4.64)
so dass wir die Dipolwinkelcharakteristik durch
(r*1 — 3rr) - p = pri(ese, + epey — 2e,e,) - (€, cosV) — ey sind) (4.65)
= pr?(—2e, cos ) — ey sin 1) (4.66)

und das elektrische Feld ist deshalb besonders stark in den polaren Regionen, wihrend die magne-
tische Flussdichte wegen

e, X p =pe, X (ereo5T — eysinvl) = —pey sin v (4.67)
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in der dquatorialen Region am stérksten ist. Das elektrische Feld ist am selben Ort gegeniiber der
magnetischen Flussdichte um /2 phasenversetzt was dazu fithrt, dass der Poyntingvektor

SO<r<))=eEB0<r<\)xB0<r<)\) (4.68)
2
= 7“5};70260 sin(2wt — 2kr)(—2e;, cos ¥ — ey sind) x (egsind) (4.69)
pPw
= B8nle sin(2wt — 2kr)(—ey sin(209) + e, sin? ) (4.70)

zeitlich oszilliert und deshalb im Mittel gar nicht abstrahlt. Vielmehr fliefit die Energie zwischen
dem polaren elektrischen Feld und der d&quatorialen magnetischen Flussdichte hin und her.

4.4 Anpassungsprozesse

An Gleichung [£.47] erkennen wir, dass das elektromagnetische Feld ein transversal magnetisches
(TM)-Feld ist, bei dem die magnetische Flussdichte iiberall senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
der konzentrischen Kugelwellen um den Hertzschen Dipol steht, wahrend das elektrische Feld auch
Radialkomponenten besitzt. Auf den magnetischen Knotenflichen

tan(wt — krg) = krp magnetischen Knotenflache (4.71)

verschwindet das Magnetfeld. Das elektrische Feld hat sowohl eine radiale- als auch eine transversale
Komponente. In der Aquatorialebene ¥ = 7/2 verschwindet das radiale elektrische Feld. Auf den
elektrischen Knotenlinien

1
g =n/2, tan(wt—krg) = o krg elektrische Knotenlinien (4.72)
B

verschwindet das elektrische Feld. Neben der Aquatorialebene ¥ = 7/2 verschwindet das radiale
elektrische Feld auch auf den elektrischen Separatrixkugelflichen

tan(wt — krg) = é elektrische Separatrixflichen. (4.73)
Am Ursprung wechseln sich die Entstehung einer magnetischen Knotenfliche alle Viertelperiode mit
der Vernichtung einer dquatorialen elektrischen Knotenlinie zusammen mit der Entstehung einer
Separatrix ab (Abbildung . Zwischen jeweils zwei Separatrixen windet sich das elektrische Feld
um eine elektrische Knotenlinie herum, die als Zentrum des toroidalen elektrischen Wirbels fungiert.
Die magnetischen Knotenflichen laufen mit der halben Lichtgeschwindigkeit radial aus dem Ur-
sprung heraus und beschleunigen asymptotisch auf die Lichtgeschwindigkeit sobald man weit ent-
fernt vom Hertzschen Dipol ist. Bevor die erste Viertelperiode der Schwingung vergangen ist entsteht
im Abloseabstand r4 = 0.22\ zwei iibereinanderliegende dquatoriale gegenlaufige elektrische Kno-
tenlinien, von denen die eine ein Wirbelzentrum ist und nach auflen wandert, die andere nach innen
wandert und ein Feldlinienkreuzungspunkt ist (Abbildung . Eine Feldlinie durch den Feldlini-
enkreuzungspunkt lauft zunichst aus dem Dipol aus steigt {iber den Aquator und durchkreuzt ihn
wieder im Feldlinienkreuzungspunkt, umliuft das Wirbelzentrum und kommt den an der Aqua-
torebene gespiegelten Anfangsweg wieder durch den Feldlinienkreuzungspunkt zuriick. Alle Feldli-
nienkreuzungspunkte bilden einen Abnabelring, der die Feldlinien die nur um das Wirbelzentrum
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kreisen von Feldlinien die am Dipol hdngen trennt. Der Abnabelring schniirt sich zusammen und
verschwindet nach dem eine Viertelperiode voll ist. Gleichzeitig tritt eine neue Separatrixkugelfliche
am Ursprung aus, die das elektrische Wirbelfeld um das verbliebene Wirbelzentrum vollsténdig von
dem wieder aus dem Dipol auslaufenden Feld abtrennt. An den elektrischen Knotenflachen wechselt
das Vorzeichen der transversal Komponente des elektrischen Feldes und die Radialkomponente des
Poyntingvektors. An den magnetischen Knotenflichen wechselt das Vorzeichen der magnetischen
Flussdichte und der Radialkomponente des Poyntingvektors, an den Separatrixflachen dndert sich
das Vorzeichen der Radialkomponente des elektrischen Feldes.

Innerhalb der innersten elektrischen Separatrixfliche laufen die elektrischen Feldlinien durch den
elektrischen Dipol hindurch. Auflerhalb dieser Separatrix winden sich die elektrischen Feldlinien
um eine elektrische Knotenlinien herum. Die elektrischen Knotenlinien breiten sich mit Uberlicht-
geschwindigkeit aus, erreichen asymptotisch die Lichtgeschwindigkeit und fallen dann mit der vor-
ausgegangenen magnetischen Knotenfliche zusammen. Da auf der Separatrix sowohl E als auch
B transversal orientiert sind ist der Poyntingvektor auf der Separatrix radial gerichtet. Die elek-
trischen Knotenlinien kreuzen die magnetischen Knotenflichen bei einem Abstand r ~ A/10. Bei
diesem Abstand ist der Poyntingvektor am Aquator immer nach innen gerichtet, weil das magneti-
sche Aquatorialfeld aufgebaut werden muss. Fiir groBe Abstiande hingegen werden die Zeitintervalle
nach innen gerichteten Poyntingvektors asymptotisch klein.
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® Ablosepunkt
7 §,<0 E4>0 B,<0

' S.>0 E,>0 B>0
r/\ u 970 P

B S,<0 Ey<0Be>0

B S>0 Ey<0 Be<0

0 14 1/2 3/4 1 5/4 3/2 7/4 2
t/T

Abbildung 4.3: Wirbelpaarerzeugung, Ablésung des dusseren Wirbels vom Dipol und Propaga-
tion der elektrischen Toroidalwirbel in der Aquatorialebene
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Abbildung 4.4: elektrische Feldlinien eines Hertzschen Dipols kurz vor und wéhrend des Ablose-
prozesses.
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4.5 Ubungen

4.5.1 zirkular polarisierte Wellen

Betrachten Sie eine zirkular polarisierte ebene monochromatische elektromagnetische Welle, die sich
in Richtung z mit der Frequenz w ausbreitet. Berechnen Sie die Energiedichte u(z,t) der Welle, und
stellen Sie den Poyntingvektor S und Spindichte L = ﬁA x A durch u dar.

4.5.2 optisch aktive Fliissigkeiten

Optisch aktive Fliissigkeiten werden beschrieben durch zwei Materialkonstanten: Die skalare Di-
elektrizitdtskonstante €, > 1 und die pseudoskalare Konstante 7. Die konstituierende Gleichung
lautet.

D =¢eyle,E — vV x E] (4.74)

Zeigen Sie, dass die allgemeine ebene Welle Superposition zweier zirkular polarisierter Wellen ist
und diskutieren Sie deren Eigenschaften.

Diskutieren Sie diejenige Welle, die sich in Richtung z mit der Frequenz w ausbreitet und bei der
in der Ebene z = 0 der elektrische Feldvektor in die x-Richtung polarisiert ist.

4.5.3 Himmelspolarisation

Machen Sie ein Foto des blauen Himmels bei schonem Wetter. Benutzen Sie ein Weitwinkelobjektiv
zusammen mit einem Polarisationsfilter. Decken Sie nétigenfalls die Sonne ab um Uberbelichtung
zu vermeiden. Erkliaren Sie, wie Thr Bild aussieht und warum es so aussieht.

4.5.4 Abloseprozess

Die elektrischen Feldlinien des Hertzschen Dipols konnen als Hohenlinien des Ausdrucks

o cos(wt — kr) B sin(wt — kr)
G = rsin(v) ( (i i )

geschrieben werden. Machen Sie einen Feldlinienplot der elektrischen Feldlinien in der zy-Ebene ge-
geniiber der Zeit t mit den Feldlinien die durch die inneren elektrischen Knotenlinien des Hertzschen
Dipols laufen. Plotten Sie zusétzlich den Schnitt der innersten elektrischen Separatrixflache mit der
zy-Ebene sowie den Schnitt der beiden innersten elektrischen Knotenlinien mit der zy-Ebene als
Funktion der Zeit. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem Bild vor Kapitel 4. Ist der Abléseprozess
ein Ereignis im relativistischen Sinn?






Kapitel 5

Der Hertzsche Dipol und unser
Himmel

In dieser Vorlesung besprechen wir physikalische Aspekte des Hertzschen Dipols. Wir zeigen dass
der Himmel weifl und blau ist und der Sonnenuntergang rot.

53
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5.1 Region der Anpassungsprozesse

Wir haben in der letzten Vorlesung [4] gesehen, dass die Struktur des elektromagnetischen Feldes ein
Volumen der Gréflenordnung A3 braucht, um sich von einer quasistatischen Feldstruktur zu einer
dynamischen von den Ladungen und Stromen losgelésten dynamischen Feldstruktur umzuwandeln.
Filligranere Strukturen als die GroBenordnung A3(w) sind bei einer Frequenz w nicht moglich. Die
Abstrahlleistung eines Dipols ist umso héher (S o< w?), je schneller der Dipol schwingt. Es erfolgt
eine Umverteilung der elektromagnetischen Felder in Ort und Zeit: Das an die Ladungen gebundene
elektrische Feld ist in den polaren Regionen konzentriert, und die Nahfeld magnetische Flussdichte
in den Tropen. Beide Felder wechseln sich zeitlich ab und unterscheiden sich deutlich beziiglich
der in ihnen gespeicherten Energiedichten. Im Fernfeld fallen die elektrischen Feldmaxima mit den
magnetischen Feldmaxima sowohl im Ort als auch in der Zeit zusammen. Beide Felder haben im
Fernfeld die gleiche Energiedichte. Wir haben also die folgenden Umordnungsprozesse

Nahfeld — Fernfeld
verschiedene Orte — gleiche Orte
verschiedene Zeiten — gleiche Zeiten
verschiedene Energiedichten — gleiche Energiedichten

Die verschiedenen Anpassungsprozesse und die Feldstruktur ist eine Folge der Verkoppelung von
Ladungsdichte und Stromdichte iiber die Kontinuitétsgleichung, einer Nebenbedingung die wir au-
tomatisch durch Verwendung des Hertzschen Vektors erfiillt haben. Die Feldstruktur folgte dann
durch Differentiation des Hertzschen Vektors. Wir wollen die Effekte dieser Nebenbedingung physi-
kalisch besser verstehen und liefern deshalb ein paar globale Betrachtungen zur Feldstruktur nach:

5.2 Globale Uberlegungen zum Hertzschen Dipolfeld

Wir integrieren die inhomogene Maxwellgleichung

i OE
2vxp=d 28 (5.1)
€0 ot

iiber eine konzentrische Kreisfliche um die Dipolachse mit Normalenvektor n = e, und erhalten

02/B~ds:£+g E  nd*S (5.2)
€0 ot

Wir suchen nach einer transversalen magnetischen Flussdichte (tangential zur Kugeloberfliche)

und losgelost vom im Dipol flieBenden Strom I. Dies gelingt uns mit einem ldngs den Breitengraden

verlaufenden magnetischen Flussdichteprofil, dass aber am Nord und Siidpol der Kugelfldche zwei

Wirbelzentren besitzt (Abbildung [5.1)).

Jetzt miissen wir ein elektrische Feld finden fiir das gilt:

cQ/B-ds:%/E-ndQS (5.3)

und das senkrecht auf die magnetische Flussdichte steht. Eine ebenfalls transversales Feld entlang
der Langengrade (Abbildung der Kugeloberfliche wére senkrecht zum Flussdichtefeld, wére
aber nicht divergenzfrei, denn sdmtliche Feldlinien dieses Feldes beginnen in einem Pol und enden
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Abbildung 5.1: Magnetisches Wirbelfeld um die polare Achse

im anderen Pol der Kugeloberfliche. An den Polen sitzen aber keine Ladungen. Das elektrische Feld
muss also eine Radialkomponente besitzen, senkrecht zur magnetischen Flussdichte verlaufen und
die Feldlinien diirfen nicht aufhéren und miissen deshalb eine geschlossene Kurve sein (Abbildung
. Diese geschlossene Kurve muss in radiale Ausdehnung die Gréenordnung A/2 haben, damit im
Fernfeld eine transversalwellendhnliche Struktur des elektromagnetischen Feldes wie in einer ebenen
Welle entsteht. Das Wirbelzentrum dieses elektrischen Feldwirbels muss aus Symmetriegriinden in
der Aquatorebene liegen. Sowohl auf der Kugelfliche durch das Wirbelzentrum als auch auf die
Aquatorebene steht das elektrische Feld senkrecht. Wir betrachten ein torodiales Volumen, das
durch eine Kugelfliche A; ~ 7? durch einen konzentrischen Ring der Breite von der Gréenordnung
der Wellenléinge in der Aquatorialebene Ay ~ Ar und durch eine Fliche A3 gebildet von einer Schar
elektrischer Feldlinien eines Feldwirbels begrenzt sind. Durch die Fliache A3 flieit kein elektrisches
Feld und wir schlieflen aus dem Satz von Gauss, das gilt

0= / V. Ed* = / E-nd’A = AyEy — ALE, (5.4)
1% A1UASUA3

woraus wir schlieen dass die Radialkomponente des elektrischen Feldes von der Groéfienordnung

B, ~ % o (5.5)

ist und die Radialkomponente E, deshalb mit dem Abstand stérker abnimmt als die transversale
FEy-Komponente.

Die Radialkomponente S, des Poyntingvektor S = egc?E x B wird durch die elektrische Feldkom-
ponente Ey und die Flussdichtekomponente B, erzeugt. Fiir eine ebene transversale Welle gilt

EL = CBL, (56)

und aufgrund des Energiesatzes muss S, ~ %2 invers proportional zum Quadrat des Abstandes
abnehmen, damit der Energiefluss durch eine konzentrische Kugelfliche unabhéngig vom Abstand
ist.
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div E£0

div E#0

Abbildung 5.2: Ein elektrisches transversal Feld ist nicht divergenzfrei

Wir folgern daraus

1
Ey = cB, x . (5.7)
A

Die Form der elektrischen Wirbelfeldlinien sind also geschlossene Kurven der Dicke ~ /2 und
Lénge ~ r. Die Form dieser Linien 148t sich nicht aufrechterhalten, wenn man zum Zentrum des
Hertzschen Dipols wandert, denn das elektrische Feld muss irgendwann an den Ladungen des Dipols
enden, der ja das gesamte elektromagnetische Feld erzeugt.

Die Frequenzabhingigkeit des Strahlungsfeld muss von der Form Eggron ~ w® mit a > 0 sein.
Eine Exponent a = 0 muss ausgeschlossen werden, weil wir bereits wissen, dass ein statisches Feld
(w — 0) keine Energie abstrahlen kann.

Das quasistatische elektrische Feld Eg, s., dessen Feldlinien an den Ladungen beginnen und enden
muss unabhingig von w sein:

Equ.st. ~ wO’ (59)

denn die Ladungen des Dipols sind unabhéngig von w.
Wir entwickeln das elektrische Feld in einer Taylorentwicklung nach w:

E =Egu o0’ + Ejwh + Egw? + ... (5.10)

Wegen w = ke = 2m¢/ ) und weil A und r die einzigen vorkommenden Léngen sind, iibersetzt sich

Gleichung [5.10] zu
A\ © A\ 3\ 2
E=E, .. () +E; () +E, () + ... (5.11)
r r r
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\ A, hat E eine
Radialkomponente E,
"E

Auf A, hat E eine
Transversalkomponente E

Abbildung 5.3: Ein elektrisches Wirbelfeld mit Radial- und Transversalkomponenten

Das elektrische Feld eines von der Ladung losgelosten Wirbels muss in all seinen Komponenten also
auch der Radialkomponente E, mindestens wie F, ~ w' skalieren, denn es muss im Limes w — 0
verschwinden. Wegen Gleichung [5.5] und Gleichung [5.6] finden wir so fiir das Strahlungsfeld

1

B, ~— 5.12
X (5.12)

1
m~ﬁ~2 (5.13)

E
B, = 719 ~w? (5.14)

woraus wir schliefen ,dass der Poyntingvektor des Strahlungsfeldes wie

S, ~w? (5.15)

skaliert.

Das Maximum der Ladungsdichte wird im Dipol zu einem Zeitpunkt erreicht der um 7/2 phasenver-
setzt ist zum maximalen Stromdurchgang. Deshalb sind E,, ;. und B des Nahfelds zeitlich ebenfalls
phasenversetzt. Im Strahlungsfeld hingegen miissen Eo und B, phasengleich sein. Wir sehen dies
an den elektrischen Knotenlinien und den magnetischen Knotenflichen, die am Dipolzentrum eine
Viertelperiode auseinanderliegen und weit drauflen zusammenfallen.
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5.3 Die Farbe unseres Himmels, weif3 und blau

Gott mit Dir Du Land der Bayern, deutsche Erde Vaterland!
Uber Deinen weiten Gauen ruhe Seine Segenshand!

Er behiihte deine Fluren, schirme deiner Stadte Bau

und erhalte dir die Farben, Seines Himmels, weifl und blau.

p-Polarisation

A
E
®

Abbildung 5.4: Ein Molekil im Himmel streut das Sonnenlicht

Wir versuchen hier zumindest eine der zwei Farben, (die die in der frankischen Flagge nicht vor-
kommt) physikalisch zu erkléren.

Unsere Sonne ist in guter Naherung ein schwarzer Strahler mit einem Planckspektrum welches sein
Maximum im Griinen also im Sichtbaren Spektralbereich erreicht und die Intensitit im Roten und
Blauen noch nicht viel schwécher als im Griinen ist. Wir wollen also das auf die Erde fallende Son-
nenlicht als weifl mit einem wellenlingenunabhéngigen Poyntingvektor Sgonne(rot) & Sgonne(blau)
anndhern. Das elektrische Feld des Sonnenlichts bringt die Elektronen der Luftmolekiile zum Schwin-
gen. Weil die Molekiile kleiner als die Wellenldnge des Lichtes sind, fungieren diese als Hertzscher
Dipol mit Dipolamplitude paolekiil (w) X Egonne(w) die dem elektrischen Feld in der ankommenden
Sonnenstrahlung proportional ist. Wir beobachten das Fernfeld der Molekiile dessen verschieden
farbige Poyntingvektoren die Beziehung

|SMO]ekﬁ]7 r=8 km (w = blau)| _ (Wblau)4 |SSonne (W = blau)‘ _ <wb1au)4 (516)

|SMolekiil, r=8 km (w = rot)] [SSonne(w = rot)|
erfiilllen. Es wird von den Molekiilen mehr blaues als rotes Licht zu uns herunter auf den Boden
gestreut weshalb der Himmel blau erscheint.

Wrot Wrot
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Der Beobachter, das streuende Molekiil im Himmel, und die Sonne definieren die Einfallsebene.
Sonnenlicht bei dem das elektrische Feld in dieser Ebene liegt bezeichnet man als p-polarisiert,
Sonnenlicht, dessen elektrisches Feld senkrecht zur Einfallsebene schwingt als s-polarisiert. Das
Hertzsche Dipolmoment des Molekiils von p-polarisiertem Sonnenlicht liegt in der Einfallsebene,
das Hertzsche Dipolmoment des Molekiils von s-polarisiertem Sonnenlicht steht senkrecht zur Fin-
fallsebene. Schauen wir senkrecht zu den einfallenden Sonnenstrahlen schauen wir in Richtung
des p-polarisierten Dipolmoments, und damit in die Richtung in dem von diesem keine Hertzsche
Dipolstrahlung ausgestrahlt wird. Der Himmel ist in diese Blickrichtung s-polarisiert. In andere
Richtungen werden beide Polarisationsformen des Sonnenlichts in unsere Richtung gestreut und
der Himmel erscheint unpolarisiert. Wenn Sie ein Fotograf mit Polarisationsfiltern sind, kénnen Sie
diesen Umstand bei schonem Wetter leicht iiberpriifen.

Die weifle Farbe unseres bayerischen Himmels 1483t sich physikalisch ebenfalls mittels Mie-Streuung
erklaren. Wir beschlieflen diese Vorlesung mit der frénkischen Farbe rot. Diese kénnen Sie bei
Sonnenaufgang und Sonnenuntergang beobachten wenn der Weg der Sonnenstrahlen durch die
Atmosphéire wesentlich langer als 8km ist und deshalb soviel blaues Licht aus dem Sonnenlicht
in andere Richtungen heraus gestreut wird, dass lediglich das rote Sonnenlicht iibrigbleibt. Im E-
Learning haben wir die Himmelsfarbe und den Sonnenuntergang durch Streuung an einer kolloidalen
Suspension auf Horsaalgroffe hinunter skaliert

Abbildung 5.5: Ein Sonnenuntergang erscheint rot, da blaues Licht aus dem Primérstrahl heraus
gestreut wird.






Kapitel 6

Fraunhofer Beugung und externen
Spannungstensor

In dieser Vorlesung besprechen wir die Beugung an einer ebenen Offnung, die wesentlich kleinere
Ausdehnung hat als der Abstand bei dem beobachtet wird. Fiir diese Fraunhofer Beugung ist das
Bild einer ausgedehnten Quelle gleich der Fouriertransformierten der Durchlassfunktion der Aper-
tur. Wir verallgemeinern den Spannungstensor elektromagnetischen Feldes indem wir den Span-
nungstensor des externen Feldes einfithren.

61
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6.1 Beugung

Quelle

i

Abbildung 6.1: Von einer unendlich weit entfernten Quelle fillt eine ebene Welle auf ein Off-
nung mit Durchlassfunktion D(7). Jeder Punkt der Offnung ist nach dem Huygenschen Prinzip
Ausgangspunkt einer Kugelwelle. Die Kugelwellen iiberlagern sich im Punkt v’ und fiithren dort zu
einer Interferenz Intensitét.

ebene Welle

D(r

Als Intensitét des Lichtes definieren wir den Betrag des Poyntingvektors I = |S|. Wir interessieren
uns hier fiir die an einem Punkt 7’ beobachtete Intensitit. Wenn wir zwischen eine weit entfernte
monochromatische Lichtquelle und dem ebenfalls weit entfernten Beobachtungsort ' eine ebene
Offnung wie in Abbildung platzieren deren Ausdehnung klein gegen alle anderen Absténde ist.
Die Offnung sei beschrieben durch die Durchlassfunktion

0 falls 7 im blockierenden Teil der Offnungseben liegt
D(r) = { (6.1)

1 falls 7 im nicht blockierenden Teil der Offnungseben liegt

Da die Quelle weit weg ist wird jeder Ort r in der ebenen Offnung mit der gleichen Intensitét
beleuchtet. Wenn wir Effekte der Polarisation des Lichtes vernachlissigen kénnen wir nach dem
Huygenschen Prinzip jeden Ort in der Offnungsebene als Ausgangspunkt einer mit der Durchlass-
funktion multiplizieren skalarartigen Kugelwelllosung auffassen. Das elektrische Feld der im Punkt
7’ ankommenden vom Punkt 7 ausgehenden Kugelwelle ist damit proportional zu

eik\r/—r|
E(TI)VOH 7’ 8 D(T) |7"l _ 7’| ) (62)
so dass wir fiir die das gesamtelektrische Feld den Ausdruck
, ) eik|7"77‘|
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finden. Die Durchlassfunktion sei nur fiir » = |r| < |r/| = #/ von Null verschieden, so dass wir den
Integranten nach der kleinen Grofie r» entwickeln konnen:

ik — ] ikr! —ik T ikr’
e ~ © 7. ~ ¢ e—lk/"" (6'4)
lr' =7 (1 —ZF 4+ !

!

und in einem zweiten Schritt die kleine Korrektur des Nenners gegeniiber der grofien Korrektur des
Exponenten vernachlissigen, und den gebeugten Wellenvektor

” sin ¢ cos ¢
K =k— =k| sindsing (6.5)
T
cos v

einfithren. Das gebeugte elektrische Feld an der Stelle ' wird dann

(&

E(r) x / ErD(r)e® T

/dQTD(r)eiki'r

P
elk,r

ikr’
,r./
ikr’

X

,rl

FTID(r)(KL) (6.6)

X

71/

mit k|, = k% dem Anteil des gebeugten Wellenvektors in der Beobachtungsebene den wir als
die numerische Apertur bezeichnen. Gleichung besagt, dass das elektrische Feld an der Stelle
r’ hinter der Offnung proportional der Fouriertransformierten der Durchlassfunktion mit der kor-
respondierenden numerischen Apertur k', ist. Wir betrachten die Bedeutung dieser Aussage fiir
verschiedene Offnungen.
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D(r)=1 E(r') o< L6%(K)

keine Apertur = Welle liuft ungestort in Richtung k', =0
Ji(k' R sin ¥

D(r) = 0(R? — 2 B(r') o g = an

Irisblende mit Radius R = Die Welle hat eine elektrische Feldstarke

proportional einer Besselfunktion
mit Argument k', R = ksin9R

04

E(ksin 9 R)

03

0 . - ] ’ = 2 in \4,{- Sr 6n
0 05 r/lR 15 2 ksin 8 R
2 B Qk/ . . k: . 19&
D(r) = 6(% - y?) B(r') o S5k, - eah) = TErEs(o — w/2)
Dlylb)
E(k sin § b2)
‘ AL AN
) 7){/ v \/“ksinMn '
- o ’ y/lb : —-02
Einzelspalt der Breite b = Die Welle hat eine elektrische Feldstarke

proportional einer Sinc Funktion
mit Argument k' - be, = ksin 92
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D N/2 5 ) B s1n(Nlc,J_2~eya>6 / sin(Nkszinﬂa)é_ 9

(r) = X2, 0(r — jae,) () o — ey DKL ex) = ey o~ /2
Gitter aus N unendlich scharfen =  Gitterstreufunktion mit Hauptextrema und dazwischen
Spalten im Abstand a N — 2 Nebenextrema

8

7 E(k sin 9 a

D(y/a) 4
4

 —
—
—
——

—t
_—

-—
x.
@
5=
B
o=

e

[l W
i

1
-8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 d

2 .
D(T) = Z;VZ/EN/Q a(bz - (y - .]a')2> E(’r,)EinzelspaltE(’rl)Gitter
2 .
=05 — )« 02, 0(r — jaey)
Gitter mit N Spalten der Breite b

im Abstand a = Faltung aus
FEinzelspalt mit Gitter scharfer Spalte

1

E(ksin 9 a)

Espan(k sin 9 a)

D(y/a)

zyla
Die Intensititen ergeben sich aus dem Betragsquadrat der elektrischen Felder. Als Beispiel plotten
wir in Abbildung [6.2] die Intensitétsverteilung eines realen Gitters.
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120/

I(k sin 9 a)

lspar(K Sin 9 a)

—6m —4n —2r 0 2n 4 61
ksinda

Abbildung 6.2: Intensitit eines realen Gitters sowie die Einhiillende Spaltfunktion als Funktion
der Apertur



6.2. SPANNUNGSTENSOR IM DIELEKTRIKUM 67

6.2 Spannungstensor im Dielektrikum

Wir teilen die Kraftdichte

f=pE+jxB (6.7)
auf in eine externe Kraftdichte
fem’t - pem’tE +je:nt x B (68)
und eine interne Kraftdichte
fint = pintE + Jint X B7 (69)

die an den externen Ladungen und Strémen

Pext = V-D (6.10)

oD
.er =c’ H- 11
Jeat =V X 5 (6.11)

bzw. an den internen Ladungen und Stromen angreift. Beachten Sie, dass Ladungen und Stréome
die physikalischen elektromagnetischen Felder E und B spiiren, da Sie nicht feststellen konnen, wie
wir die kiinstliche Aufteilung in externe und interne Gréflen gemacht haben.

Wir wollen die externe Kraftdichte als Divergenz eines Spannungstensors

fezt =V- Ozt (612)

schreiben, was uns mit dem Spannungstensor des externen Feldes

1

; (ED+DE+ BH +HB ~E-D1 - B HI) (6.13)

Text =
auf gleiche Weise wie in Vorlesung [3 gelingt.
Der negative Spannungstensor —o.;; entspricht dem Impulsstrom des externen Feldes, der unge-
stort an den internen Ladungen und Stromen vorbeiflieft. Wir erweitern den dreidimensionalen
Spannungstensor zum Lorenzinvarianten Vierer Energie/Impuls-Dichte/Stromdichte-Tensor

ox lE.D+1B'H ExH
of™ —< 27 oy > > (6.14)
2 ext
und erkennen daran, dass die Energiedichte des externen Feldes
1 1

betrégt, der externe Energiestrom der externen Energiedichte durch den externen Poyntingvektor
Sext =E x H (6.16)

gegeben ist und der Impulsstrom der externen Impulsdichte durch

DxB

Bext = 2 (617)

gegeben ist.
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6.3 Elektromagnetische Wellen im Dielektrikum
In Vorlesung hatten wir die Wellengleichung

(we(w) —kK*)E=0 (6.18)
einer propagierenden transversalen Welle hergeleitet, die fiir ein Dielektrikum mit dielektrischer

Funktion €(w) richtig ist.
Fiir transversale Wellen finden wir die Dispersionsrelation

2 2
w2 = Fe (6.19)
€
bzw. .
c
== 2
w e (6.20)
oder auch N
c
w=— (6.21)

mit dem Brechungsindex
n =+ (6.22)

Die Wellenldnge der Welle betriagt

21 2me
A= — = — 6.23
= (6.23)

so dass bei fester Kreisfrequenz w die Wellenldnge im Dielektrikum

>\Vakuum
uum 6.24
- (6.24)

)\Dielektrikum =

gegeniiber derselben Welle im Vakuum um den Faktor 1/n verkiirzt ist. Im E-Learning zeigen
wir dies anhand einer Dezimeterwelle mit zwei A/2-Antennen, die sich in Threr Linge um den
Faktor n = 5 unterscheiden. Die eine Antenne empfingt im Vakuum, die andere in Wasser. Sie
erkennen daran auch, dass auch in einem Dielektrikum, wie Wasser, die dielektrische Funktion von
der Frequenz abhéngt. Der Wert der statischen Dielektrizitatskonstante von Wasser ist ep,0(w =
0) =80 # em,0(w =2rGHz) = n} o(w = 2nGHz) = 25
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der dispersionfreien Welle ist
w c

Vkw = Vgr = Vpp = ﬁk = (6.25)
Das Amplitudenverhéltnis zwischen magnetischer Flussdichte und elektrischem Feld in der Welle
betragt

Uj)‘ ey

n
c

(6.26)

6.4 Ubungen
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6.4.1 Poynting Vektor des Hertzschen Dipols

Berechnen Sie den Poynting Vektor des Hertzschen Dipols aus der Vorlesung. Zerlegen Sie diesen in
Fourieranteil mit w = 0, cos(2wt) und sin(2wt). Welche Feldanteile tragen zu welchem Fourierkom-
ponenten bei. Benutzen Sie ein Plotprogramm und plotten Sie den oszillierenden und den stetigen
Energiefluss als Vektorfeld zu verschiedenen Zeiten.

6.4.2 Polarisatoren
Eine elektromagnetische Welle sei charakterisiert durch die beiden linearen Polarisationsrichtungen

7

y, und z senkrecht zur Ausbreitungsrichtung z. die Amplituden beider Polarisationen seien: Eli/
z
Ein Polarisator in y-Richtung lasse nur die y-Polarisation passieren und hat die Matrix

P ( (1) 8 ) (6.27)

d.h. nach dem Polarisator ist das elektrische Feld gegeben durch

EI Ei
y | = p. Yy
(& )-»(&) 629
Wie lautet die Transfermatrix fiir einen um den Winkel o gedrehten Polarisator? Eine linear pola-
risierte Welle treffe auf zwei 45° zueinander verdrehte Polarisatoren. Berechnen Sie die Polarisati-
onsamplitude und Richtung wenn die Anordnung um einen Winkel 5 gedreht wird.
6.4.3 Fraunhoferbeugung

Berechnen Sie das Fraunhoferbeugungsbild
« einer rechteckigen Offnung mit Breite a und Hohe b.

o ecines idealen Kreisgitters mit Kreisabstand a mit radial abnehmender Durchlassigkeit D(p) =
% > one1 0(p = na)

Plotten Sie beide Beugungsbilder mit einem Plotprogramm

6.4.4 Regenschirm

Gehen Sie abends mit einem Regenschirm spazieren und betrachten Sie eine Lampe durch den
Regenschirm. Berechnen Sie daraus die Maschenweite der Faden des Regenschirms.






Kapitel 7

Optik an ebenen dielektrischen
Grenzflachen

In dieser Vorlesung berechnen die an einer dielektrischen Grenzfldche transmittierte und reflektierte
Welle und stellen die Energie- und Impulsbilanz an der Grenzfliche auf. Die Energie des externen
Feldes ist an der Grenzfliche erhalten. Die Grenzfliche nimmt aber Impuls auf, und wird in Rich-
tung niedrigerem Brechungsindex gedriickt. Wir nutzen das aus, um fliissige Tropfen optisch zu
strecken bzw. mit fokussierten Laserstrahlen zu fassen. Wir leiten die Fresnelformeln fiir die Refle-
xion und Transmission von Wellen unter beliebigem Einfallswinkel her. Bei p-polarisierten Wellen
verschwindet die Reflexion am Brewsterwinkel. Bei der Reflexion an optisch diinneren Medien kann
es zu Totalreflexion kommen. Wir erwdhnen einige Anwendungen des Brewsterwinkels und der
Totalreflexion.
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7.1 Reflexion an einer dielektrischen Grenzflache bei senk-
rechtem Einfall

ny Ny
ki
> ki
e
k:
-
x=0 X

Abbildung 7.1: Wellenvektoren bei Reflexion und Transmission einer elektromagnetischen Welle

Wir lassen eine ebene Welle in z-Richtung senkrecht auf eine Grenzfliche bei x = 0 zwischen zwei
Dielektrika mit Brechungsindex n; und ny einfallen (Abbildung und setzen eine einlaufende
und reflektierte Welle im Dielektrikum 1, sowie eine transmittierte Welle im Dielektrikum 2 an:

E, = Eie, cos(kiz — wt) 4 Ere, cos(—kyx — wt) (7.1)

E;, = E’tey cos(koz — wt)

mit
w
k172 =Mni2— (73)
c
und der zugehorigen magnetischen Flussdichte
klex A _klea: A
B, = — X E;e, cos(kix — wt) + X Fre,cos(—kiz — wt) (7.4)
k1 » k1 -~
= ZlE,-eZ cos(k1z — wt) — iET'eZ cos(—kjz — wt) (7.5)
k1 ~
B, = iEtez cos(kaz — wt). (7.6)

Das elektrische Feld zeigt in y-Richtung, also parallel zur Grenzfliche und ist deshalb an der Stelle
x = 0 stetig und wir folgern daraus

E,+ E, = E,. (7.7)
Die magnetische Flussdichte ist bei z = 0 stetig, da unser Material unmagnetisch ist. Wir finden

Ak Ak Ak
PP A
w w w

. (7.8)

Wir 16sen die Gleichungen und [7.7] nach den transmittierten und reflektierten elektrischen
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Feldamplituden auf
. 2%, -

B, = i 7.9
F kit ke 9
Y S R
E, = i 7.10
s (7.10)
(7.11)
und berechnen die Poyntingvektoren
S1 =E; x Hy = e eqc?[E; cos(kyx — wt) + By cos(—kiz — wt)][%ﬁ’l cos(k1z — wt)
—%Er cos(—k1z — wt)] (7.12)
= exeoc2%[E§ cos? (kyz — wt) — B2 cos?(—kyz — wt)] (7.13)
= Si+ ST (7.14)
der einfallende Poyntingvektor ist
Si = coe1 E2 o (7.15)
N—— n
EnergiediChte Gruppengeschwindigkeit
des elektrischen und
magnetischen Feldes
Die Impulsdichte der einfallenden Welle finden wir geméaf
. DxB
€1
= =8} 7.17
Ls) (717)
2 .
= Mgi (7.18)
c
Wir finden den Reflexionskoeffizienten
Si| _ E? (nl - n2>2
T = — = =< = 7.19
ISil B2 ny + ng (7.19)
und den Transmissionskoeflizienten
N 2
‘P \S:gl _mk} nz( 2 ) _ dmne (7.20)
St mE2  ni \mi+n (n1 + na)
Wir sehen, dass
r+t=1 (7.21)

gilt und die Energie bei der Reflexion und Transmission erhalten ist.
Wir berechnen die xz-Komponenten der Spannungstensoren auf beiden Seiten der Grenzfliche
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Orz1(e=—0)=—1ED-1H-B (7.22)
1 1

- —56061Ef - 560335 (7.23)

1 . 1 koK
== Ei+ E.)? — —¢g®(Bi— — E,.—)? .24
seoeL(Ei + Er)” — Seoc”(Bi— ) (7.24)
= —16061(&‘ +E,)? - 160026*1(1771‘ - E,)? (7.25)

2 2 c?

= —6061(EA1-2 + Ef) (7.26)
Oza,2(2=+0)=—coe2 B} (7.27)

die Oberflachenkraftdichte auf die Grenzflache ist

F
Z(z:O) = (0’2 — 0'1) €y = ex(am,g — sz,l) (728)
= e,€ {—egEf + elEA'i2 + elEAﬂ (7.29)
2n 2 ny —ng\ >

— e el? | —n2 ! 2y (2 7.30
ez ly; n2<n1+n2 +ny+ng . (7.30)

o —4n3 + (n1 +n2)% + (ng — na)?

2 F42 2

= E: 7.31
€p€eony Ly (nl ¥ TL2)2 ( )

A 2(n1 — TLQ)

2 /2
=e, ) Dp 7.32
€Ny L Ny + Ny ( )
Auf der Grenzflache lastet ein Druckunterschied
A 2(7L1 — TLQ)
2 /2
renzfliche — E1 — 7.33
PGrenzflach €ony n+ 1o ( )
; c 2(n1 — na)
= |g1| |7ez‘ ; (734)
~— ny ni + no
Impulsdlchte Gruppen- Impuls-
der einfallenden P . .
Welle geschwindigkeit absorptionskoeffizient

der Grenzflache

der Impuls des Feldes ist also nicht erhalten und die Grenzfliche spiirt eine Kraft in Richtung
niedrigerem Brechungsindex.

Wird ein Tropfen einer Fliissigkeit hoheren Brechungsindex in einer Fliissigkeit niedrigeren Bre-
chungsindex dispergiert und einem Laserstrahl ausgesetzt (Abbildung , so wird der Tropfen
durch den Strahlungsdruck in der Laserstrahlachse gestreckt.

Verwendet man anstatt des Laserstrahls einen fokussierten Laserstrahl dessen Intensitdt vom Fokus
weg abnimmt (Abbildung , so wird der Tropfen durch die Kraftunterschiede auf beiden Seiten
des Tropfens in den Fokus gezogen. Man kann mit solch einer optischen Pinzette Mikrometer grofie
Objekte hoheren Brechungsindices als die Umgebung mit Licht anfassen. Solange der Brechungsin-
dex des Objektes keinen Imaginérteil besitzt wird auf das Objekt keine Energie sondern nur Impuls
iibertragen.
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@

Abbildung 7.2: Ein Tropfen mit Brechungsindex ny > n1 in einer Fliissigkeit mit Brechungsindex
n1 wird durch einen Laserstrahl gestreckt.

Abbildung 7.3: Ein Tropfen mit Brechungsindex ny > n; wird in den Brennpunkt eines fokus-
sierten Laserstrahl gezogen.

7.2 Fresnelformeln fiir Reflexion und Transmission

Wir betrachten die Reflexion und Transmission einer elektromagnetischen Welle an einer Grenzfla-
che zwischen zwei Medien mit Brechungsindex n1 und Brechungsindex no unter beliebigem Einfalls-
winkel. Die einfallende Welle mit Wellenvektor k; wird extern durch eine Lichtquelle zur Verfiigung
gestellt, wihrend die reflektierte Welle mit Wellenvektor k, und die transmittierte Welle mit Wel-
lenvektor k; die Reaktion der Medien auf die extern zugefiigte Stérung des unbeleuchteten Systems
darstellt.

Wir komplettieren jeden Wellenvektor zu einer orthogonalen Basis des dreidimensionalen Raumes
k,e,, es (sieche Abb. indem wir jeden k Vektor um 7/2 in der Einfallsebene drehen und e, =
% x e, als Kreuzprodukt der beiden anderen Basisvektoren definieren.

Wir unterscheiden zwei Richtungen der Polarisation: Unter einer p-polarisierten Welle verstehen
wir eine ebene Welle deren elektrisches Feld in der Einfallsebene, also entlang e,, liegt. Unter einer
s-polarisierten Welle verstehen wir eine Welle deren elektrisches Feld senkrecht auf die Einfallsebene
steht. Die verschiedenen Winkel der k-Vektoren messen wir einheitlich zum Vektor e, .

Die Gleichungen der Reflexion und Transmission p-polarisierter Wellen entkoppeln fiir isotrope Me-
dien von den Gleichungen fiir s-polarisierte Wellen. Wir leiten die Fresnelformeln fiir die Reflexion
und Transmission p-polarisierter Wellen her.
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Abbildung 7.4: Eine elektromagnetische Welle mit Einfallswellenvektor k; fallt aus einem Medium
mit Brechungsindex n; auf eine Grenzfliche zu einem Medium mit Brechungsindex ny und wird
dort aufgesplittet in eine reflektierte Welle mit Wellenvektor k, und eine transmittierte Welle mit
Wellenvektor k;.

7.2.1 p-Polarisation

Wir schreiben die elektrischen und magnetischen Felder der p-polarisierten Teilwellen mit Ampli-
tuden E;, E, und E; auf

-Ei — Eiepiei(k,;-r—wit) Er —_ Ereprei(kT.r—wrt) Et — Eteptei(kt.r—wtt)

Biz%in BT:%XE,« Bt:’f—ijt (7.35)

ki = M2 (sin¥;,0,co8v;)  k, = *=(sind),,0,cos9,) ki = "= (sin vy, 0, cos ) ’

€y = (—cos?;,0,sinv;) epr = (—cosv,,0,sind,) ept = (—cos ¥y, 0,sindy)
wobei wir in den Gleichungen 4-7 die homogene Maxwellgleichung ([2.10))
0B

E=—— 7.36
V x ey ( )

benutzt haben.
Wir benutzen die Stetigkeit der elektrischen Feldkomponente parallel zur Grenzflache,

e.x (Bi+E,) =e. x Ey, (7.37)
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die zu allen Zeiten gelten muss. Es miissen aus diesem Grund die Frequenzen der Teilwellen iiber-
einstimmen

Wy = W = Wy (7.38)

Das Problem ist translationsinvariant gegeniiber Verschiebungen entlang der Grenzflache. Es gilt
Parallelimpulserhaltung weshalb die Parallelkomponenten der Wellenvektoren identisch sein miis-
sen:

kar = kgt = kas. (7.39)

Wir setzten die Dispersion fiir beide Medien in die Parallelimpulserhaltung (7.39)) ein und
finden das Reflexionsgesetz
0, =m—0, (sinf, = sinb;) (7.40)

sowie das Brechungsgesetz von Snellius
nq sin1; = ng sin 9. (7.41)

Einsetzten der Dispersion (6.21) in die Stetigkeit der Parallelkomponente des elektrischen Feldes
(7.37) fithrt auf

e, X (Eiepi + ErepT) =€, X Etept
FE;cost; + E, cos?, = E; cosvy (7.42)

Die Stetigkeit der Parallelkomponente der magnetischen Induktion fiihrt auf

es- (ki x Eiepi +k, x Erey) =e, - (ke X Erep)
’leUJEi + nleT _ n2wEt (743)
c c c

Wir fassen die Gleichungen (7.42)) und ([7.43]) zur Matrixgleichung

cost; \ [ —cost, costh E,
s () e

zusammen und invertieren:

( E, ) ( —cos¥, cosdy )_1 ( cos Y, )
= .Ei
B, —ni n2 ni

1 ng —cosVy cos ¥Y;
= - E;
—ngcostV, +nycostdy \ N1 —cosv, ny

no cos ¥; —ny cos V¢
—no cos ¥,-+nq cos Jy
= E; (7.45)
ny cos ¥, —ny cos Uy
—n cos ¥,-+n1 cos Ve

benutzen das Reflexionsgesetz ([7.40) und das Gesetz von Snellius (7.41)) zur Elimination der Refle-
xions und Transmissionswinkel und erhalten das Endergebnis

(5)-(%)s
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mit der Reflexionsamplitude

n3 cos¥; — nyy/n3 —n? sin?

R = 7.47
" n2cost; + nyy/nZ — n2sin v2 (7.47)
und der Transmissionsamplitude
2 94
Tp _ 1Mo COS (748)

n3 cos¥; + ny/n3 — n? sinv?

Der Reflexionskoeffizient ist das Verhéltnis des an der Grenzflache reflektierten Energiestromes zum
auf die Grenzfliche einfallenden Energiestrom:

o= |Semt,r'ez| _ ‘Egm‘ _ |R2|
P |Sezt,i 'ez| |E12M P

Die Transmissionsamplitude ist das Verhéltnis des transmittierten Energiestromes aus der Grenz-
fliche zum einfallenden Energiestrom.

_ |Seati e _ |Efnacosdy| \/’W\Tﬂ (7.50)

 |Sexti-€:|  |EPnicosv;| |n1 cos 9|

(7.49)

tp

Die Ableitung der Reflexion und Transmission fiir s-polarisierte Wellen erfolgt analog und wir
notieren hier nur das Ergebnis. Die Reflexionsamplitude betrégt

R, — Mcos ;i —\/n3 — n3sin 1922’ (751)
ny cosV; + \/n3 — n? sin 7
die Transmissionsamplitude betragt
2 9y
T, = N1 Cos (7.52)
ny cos; + y/n% — n? sin¥?
Der Reflexionskoeffizient
rs = |R2| (7.53)
und Transmissionskoeffizient
2 _ 24 02
t, = Y2 T 72 (7.54)

[nq cos 9]

folgen den selben Zusammenhéngen mit den Amplituden wie bei der p-Polarisation.
In Abbildung [7.5] zeigen wir den Verlauf der Reflexionskoeffizienten und Transmissionskoeffizienten
als Funktion des Einfallswinkels ¢; fiir eine Luft/Wasser (Wasser/Luft) - Grenzfldche.
Das Verhalten der Reflexionsamplitude der p-Polarisation unterscheidet sich fundamental von dem
der s-Polarisation. R, wechselt als Funktion des Winkels das Vorzeichen und hat am Brewsterwinkel
. B n2
R,=0 fiir tanv; = — (7.55)
ni
eine Nullstelle. Unter dem Brewsterwinkel wird in p-Polarisation nichts reflektiert. Eine entspre-
chende Nullstelle tritt beim Reflexionskoeffizient der s-Polarisation nicht auf.
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Abbildung 7.5: Reflexionskoeffizienten und Transmissionskoeffizienten fiir beide Polarisationen
fiir die Luft/Wasser und die Wasser/Luft-Grenzfliche (nwgsser = 1.33).

Der Brewsterwinkel wird in einer Reihe optischer Techniken ausgenutzt. Zum Beispiel bringt man
in einem Laser ein Brewsterfenster (siche Abb. ein, welches s-polarisierte Wellen aus der La-
serstrahlrichtung herausreflektiert, nicht aber p-polarisierte Wellen. Es stellt sich deshalb im Laser
eine stabile p-Polarisation als Lasermode ein. Mit Hilfe der Brewsterwinkelmikroskopie (sieche Abb.
kann man nanometerdiinne molekulare Filme auf der Wasser /Luft-Grenzfliche mikroskopieren
obwohl das Wasser eine gegeniiber dem Nanofilm viel gréflere Dicke hat. Man beleuchtet das Wasser
mit einem p-polarisierten Laserstrahl, so dass vom Wasser nichts reflektiert wird. Der Nanofilm &n-
dert das Reflexionsgesetz so ab, dass nun doch etwas reflektiert wird, man sieht also den Nanofilm
und nicht das Wasser.
Fir den Fall, dass an einem optisch diinneren Medium ns < nj reflektiert wird, gibt es einen
weiteren charakteristischen Winkel: den Winkel der Totalreflexion.

sind, = 2 (7.56)

ni

Oberhalb des Totalreflexionswinkels wird der Ausdruck unter den Wurzeln der Fresnelformeln
(74707 48)[7.51|[7.52)) negativ. Die Reflexionsamplituden sind das Verhiltnis zweier zueinander kom-
plex konjugierter Zahlen und deshalb vom Betrage her gleich Eins.

z
IRl =]-]=1 (7.57)

Die Welle wird also oberhalb des Winkels der Totalreflexion total reflektiert. Die Transmittierte
Welle ist eine evaneszente (exponentiell abklingende) Welle und die Wellenvektorkomponente nor-
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Abbildung 7.6: Ein Brewster Fenster in einem Laser selektiert die p-polarisierte Welle als bevor-
zugte Modenpolarisation.

<
e,

9 Brewster

22z Nanofilm

H,0

Abbildung 7.7: Unter dem Brewsterwinkel kann man einen Nanofilm mikroskopieren, ohne dass
das Wasser die Abbildung stort.

mal zur Grenzfliche ist imaginér k. ; = ik, ;. Man benutzt Winkel oberhalb der Totalreflexion in
Prismenspiegeln und Umlenkprismen (Abb.

Glasfasern haben einen Mantel mit Brechungsindex ny; < ngx der geringer ist als der Brechungsin-
dex des Kerns. Im Kern werden Lichstrahlen an der Kern/Mantel-Grenzfliche total reflektiert, so
dass das Licht im Kern bleibt auch wenn die Glasfaser gekriimmt wird (Abb. [7.9).

Totale interne Reflexionsmikroskopie ist eine Form der Mikroskopie die den Abstand von kolloida-
len Partikeln von einer total reflektierenden Grenzfliche abbilden kénnen. Die kolloidalen Partikel
dringen in das evaneszente Feld der transmittierten Wellen ein und wandeln dieses wieder in Licht
mit reellen Wellenvektoren um. Das Streulicht wird zu einem Mikroskopobjektiv gestreut und mit
einem Photomultiplier detektiert. Die Intensitiat der Streuung steigt exponentiell mit der Nédhe des
Partikels zur Grenzflache. Aus der Haufigkeitsverteilung der Intensitdten lernt man so etwas liber
die Wechselwirkung der kolloidalen Partikel mit der Grenzfliche (Abb. [7.10).
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Abbildung 7.8: Prismen mit Einfallswinkeln oberhalb des Totalreflexionswinkels sind effektive
Spiegel.

Glasfaser

Abbildung 7.9: Lichtleitung in einer Glasfaser unter Ausnutzung des Winkels der Totalreflexion.
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Pho lier

kolloidaler Partikel

evaneszentes Feld

Abbildung 7.10: Totale intern reflektierende Mikroskopie (TIRM) detektiert das Eindringen kol-
loidaler Partikel in das evaneszente Feld der Totalreflexion.
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Kapitel 8

Geometrische Optik

In dieser Vorlesung betrachten wir den Fall, dass Objekte sehr viel grofler als die Wellenlidnge sind.
Wir leiten aus den Maxwellgleichungen das Fermatsche Prinzip der geometrischen Optik ab und
erkldren das Phianomen einer Fata Morgana. Wir entwickeln eine Transfermatritzenmethode zur Be-
schreibung des Verlaufes achsennaher Strahlen. Wir berechnen die Transfermatrix einer sphérischen
Grenzflache sowie die Transfermatrix eines Mediums mit Brechungsindex n. Die Transfermatrix ei-
nes komplizierten optischen Aufbaus léasst sich vollstédndig durch die sechs Positionen, der vorderen
und hinteren Fokusebene, der vorderen und hinteren Hauptebene, sowie des vorderen und hinteren
Knotenpunktes beschreiben.

85
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8.1 Fermatsches Prinzip

Die Wellenlénge des Lichtes erstreckt sich vom Blauen zum Roten 400nm < A < 800nm. Die
geometrische Optik ist dann eine gute Beschreibung, wenn die Ausdehnungen der Objekte D > A
sehr viel grofler als die Wellenlidnge sind. Unter diesen Randbedingungen kénnen wir das Fermatsche
Prinzip aus den Maxwellgleichungen ohne externe Ladungen und Strome ableiten:

VxE—-iwB=0
VxH+iwD=0

V-D=0
V-B=0
D = ¢pe,.(r)E
B = juopiy (r) H (8.1)

Wir nehmen an, dass durch die Anordnung der Objekte die relative dielektrische Funktion sowie die
relative magnetische Permeabilitdt vom Ort r abhéngt, sich aber auf einer Skala der Wellenldnge nur
wenig dndert. Wir elliminieren mittels der konstituierenden Gleichungen (8.1}5,6) die magnetische
Induktion und die dielektrische Verschiebung:

V x E —iwpop-(r)H =0
V x H + iwege,(r)E =0
V - (e(r)E)=0
V- (s (1) H) = 0

(8.2)

Wir machen fiir das elektrisch und magnetische Feld den Ansatz

Carty ) = (i )= *

wobei wir die Ortsabhéngigkeit aufteilen wollen in den optischen Weg einer Wellenfront S(r) der
auf der Skala der Wellenldnge variiert, wihrend die kleinen Felder e(r) und h(r) auf der Skala der
Materialeigenschaften (beschrieben durch e,(r) und w,.(r)) variieren. Mit der Vakuumwellenlinge

Ao = 2Z€ schreiben wir
() =i )+

T w
Wir setzen Gleichung in die Maxwellgleichungen [3.2| ein und erhalten

(8.4)
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(8.5)

Wir vernachléssigen Terme proportional zu AgV, multiplizieren die erste Zeile von Gleichung [8.5
von links mit V.§x, benutzen die zweite Zeile, und erhalten

VS x (VS x e) + ceper (1) poper(r)e = 0
(VSVS —(VS9)’1) -e+n*(rje=0
(8.6)
bzw. nach Benutzung von [8.53
(VS)?2 = n?(r). (8.7)

Die Anderung des optischen Weges ist deshalb proportional dem Brechungsindex. Bewegt sich ein
Lichtstrahl von einem Punkt @ zu einem Punkt P entlang der mit der Bogenlidnge s parametrisierten
Kurve r(s) so finden wir den Zusammenhang

n(r(s))Z—: =VS (8.8)

zwischen geometrischem Weg s und optischem Weg S. Der optische Weg
S(P) = S(Q) = [ nlr(s)ds (8.9)

S(P) ist das Integral des geometrischen Wegincrementes mal dem Brechungsindex. Es gilt weiterhin,

dass
5(S(P) = 5(Q))
ar(s)
Licht sich entlang eines Weges ausbreitet der den optischen Weg minimiert oder maximiert. Dieses
Extremalprinzip wird als Fermatsches Prinzip bezeichnet.

=0 (8.10)

8.2 Fata Morgana

Abbildung 8.1: Gekriimmter Strahlengang der Fata Morgana mit virtuellem Bild.

Der Brechungsindex von Luft hédngt von der Temperatur ab und ist bei hohen Temperaturen kleiner
als be tiefen Temperaturen. Der Lichstrahl nimmt einen gekriimmten Verlauf, so dass wir ein Objekt
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Abbildung 8.2: Gekriimmter Strahlengang des Lichtes eines Sterns zum Betrachter.

an einer virtuellen Stelle vermuten, das sich tatséchlich an einer anderen Stelle als gedacht befindet.
In der Wiiste sehen wir die Palme der Oase auf dem Kopf (Abb. [B.1).

Auch unsere Atmosphéire wird optisch dinner, wenn wir uns vom Erdboden entfernen. Sterne
die wir an einer virtuellen Position vermuten bedfinden sich tatsichlich woanders. Bei zeitlichen
Schwankungen im Aufbau der Atmosphére fingt ein Stern an zu flimmern und wechselt seine
scheinbare Position (Abb. [8:2)).

Fiir den einfachen Fall konstanten Brechungsindexes n = const ist der optische Weg gleich dem
geometrischen Weg multipliziert mit dem Brechungsindex,

S =ns (8.11)

und der Weg folgt einer geraden Linie.

8.3 Paraxiale Strahlen

Optische Apparaturen sind in der Regel entlang einer optischen Achse aufgebaut. Lichtstrahlen die
in der Néhe der optischen Achse ndherungsweise parallel zu dieser Achse verlaufen heiflen paraxia-
le Strahlen. Wir betrachten ein mit dem Kriimmungsradius R sphérisch gekriimmte Grenzflache
zwischen zwei Medien mit Brechungsindex n; und ny (Abbildung 8.3)

Der Strahl treffe unter dem Winkel «;; zur optischen Achse im Abstand y; auf die Grenzflache.
Der Winkel des Strahles zum Normalenvektor & betrage ;. Fiir paraxiale Stahlen sind alle Winkel
klein, so dass wir mit sin? =~ ¥ =~ tanv rechnen kénnen. Damit ndhern wir das Brechungsgesetz
von Snellius durch seine Linearisierung

711191 = 712792. (812)
sowie den Winkel 3 zwischen dem Normalenvektor und der optischen Achse durch

B=y1/R=yi/R=1yn/R (8.13)
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optische Achse

Ny Ny

Abbildung 8.3: Strahlengang eines Lichtstrahls durch eine sphérische Grenzfliche zwischen zwei
Medien mit Brechungsindex n; und ns.

Wir zerlegen den Einfallswinkel und Ausfallswinkel in den von der Ausbreitungsrichtung des Strahles
unabhéngigen Winkel 8 und den Winkel der Ausbreitungsrichtung mit der optischen Achse und
erhalten

ni (i1 + yir/R) = na(awe + Y2/ R) (8.14)

wobei wir den Abstand von der optischen Achse y:2 = y;1 = y1 nach der Brechung eingefiihrt haben
der sich bei der Brechung nicht d&ndert. Wir fithren den Vektor

r= ( ”ya ) (8.15)

ein der an jeder Stelle entlang der optischen Achse die numerische Apertur n sin « = na des Strahles
und seinen Abstand y von der optischen Achse angibt. Die Passage der Grenzfliche kann damit als

no 1 —Do; ) < no )
T2 = = . =Ro1 - Ti1 (8.16)
( Y >t2 < 0 1 Y Ja

Matrixprodukt des ungebrochenen Vektors mit der Brechungsmatrix Ro; geschrieben werden. Den
nichtdiagonalen Eintrag der Brechmatrix

(8.17)

bezeichnet man als die Brechkraft der Grenzfliche die in der Einheit Dioptrien angegeben wird.
Legt ein Strahl innerhalb eines Mediums die Strecke d von einer Grenzflache zur anderen zuriick so
folgt der Abstand y der Gleichung

y(d) =y(0) + tanad = y(0) + ad (8.18)

wahrend die numerische Apertur des Strahles na sich nicht verdndert. Wir kénnen auch diesen
Propagationsprozess des Strahles mit einer Transfermatrix ausdriicken:

() ()

Wir koénnen jetzt mit den Brechmatrizen

1 —Dy;
Ro= (g 1) (3.20)
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und den Translationsmatrizen

T = ( di}ni [1) ) (8.21)

beliebige Kombinationen von optischen Elementen hintereinanderschalten und zu einer Gesamt-
transfermatrix zusammenmultiplizieren. Die Transfermatrix A des optischen Aufbaus in Abbildung
lautet.

A=T7-Rz6-To-Res-Ts Rsa-Ta-Raz-T3-Raz-Ta-Ra1-Th (8.22)

Abbildung 8.4: Kombination von Linsen zu einem Apparat

Es gilt detR;; = 1 = det7; und damit auch detA = 1.

8.4 Brennweite

Wir verfolgen einen auf die Grenzfliache einer sphérisch gekriimmten achsenparallelen Strahl nach
passieren der Grenzfléiche solange bis er auf die Achse trifft (Abb. [8.5)).

Abbildung 8.5: Hintere Brennweite einer Grenzfliche

und suchen also nach der Losung der Gleichung

NoQ9 T R 0 + achsenparallel
0 « auf der Achse na.fr " 21 Y1



8.4. BRENNWEITE 91

_ 1 —Doy _ 0
0 1 Y1
L))
oy 1 U1
-D
Na0it2 21Y1
= / 8.23
( 0 > ( —Lffj 1+ ) (8.23)

Wir sehen, dass Gleichung [8.23] mit der hinteren Brennweite

’ no TLQR
f Do~ 1o (8.24)
erfiillt ist, und zwar unabhéngig davon was der Abstand y; des einfallenden Strahles war. Der
Name hintere Brennweite erklart sich also damit das alle achsenparallelen Strahlen in den hinteren
Brennpunkt gebeugt werden.

Wir betrachten den umgekehrten Fall, dass ein Strahl nach passieren der Grenzflache achsenparallel

verlauft (Abb.

Y1

f
l
lyo=0 optische Achse |

n N,

Abbildung 8.6: Vordere Brennweite einer Grenzfldche

Analog zu der Betrachtung der hinteren Brennweite finden wir

0 < achsenparallel \ Rot T - n1Q41
1 T IS 0 < auf der Achse

(1 —Dau ) (1 0N [ nan
“\o0 1 L1 0
1 =Dy 1
=l o 1 o )moa
ny

und folgern daraus, dass die vordere Brennweite durch

(8.25)

niy n1R
= - = 8.26
f Doy N2 — Ny ( )
gegeben ist. Es laufen also alle Strahlen durch den vorderen Brennpunk nach Passage der Grenz-
fldche achsenparallel.
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8.5 Hauptebenen

black
0]0)'¢

Abbildung 8.7: Hintere Hauptebene und Brennweite eines optischen Apparates

Wir betrachten ein beliebiges optisches System als eine black box, von der wir nur die Transfermatrix
A= ( L ) detA =1 (8.27)

kennen. Aus der black box schaut grade noch die vorderste und hinterste Linsenoberfliche heraus
die den Apparat an den Stellen V; und Va2 abschlieflen (Abb. . Vor der black box betragt der
Brechungsindex n; und hinter der black box ny. Die inverse Transfermatrix lautet

—1 1 aze  —ai2 aze  —ai2

AT = detA( —az  an ) N < —ag1  an > (8.28)
Wir betrachten den hinteren Brennpunkt des Apparates, in den vor dem Apparat achsenparallele
Strahlen abgebildet werden. Die hintere Brennweite messen wir jedoch nicht von der Position V5
aus, sondern von der hinteren Hauptebene, die sich genau dort befindet, wo sich der achsenparallel
ungebrochen weiter extrapolierte Strahl mit dem vom Brennpunkt aus riickextrapolierten gebro-
chenen Strahl trifft. Die Apparatetransfermatrix weiss von unseren Spielchen nichts und berechnet
den Transfer des Strahles von der Position V; zur Position V5.

Wir miissen unsere Wahl der Hauptebene in der Berechnung der hinteren Brennweite beriicksichti-
gen, indem wir die Bedingung fiir den Brennpunkt

nro 0
( sous )  Tpny  Tovsin, A ( . ) (8.29)

erfiillen und gleichzeitig verlangen, dass

* 0
( Y1 ) = T—O—m,nf A ( n ) (8'30)
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gilt. Mit Gleichung folgt
* 1 0 a2 a2
( ) N ( Yl q )¢ ( a22 ) B +—fof{2a12 + az2 (8:31)

1
ny
und wir erhalten so den Abstand der hinteren Hauptebene zum Apparateende

ny(az = 1) (8.32)

VaHy = .
—U12

Die hintere Brennweite erhalten wir aus der Kombination von Gleichung mit

(6)=7 (1)

:<f1'(1]>'<ai2> (8.33)

woraus wir folgern dass
['axz
0= +1 (8.34)
ny
Die hintere Brennweite betréigt also '
f=-2L (8.35)
a12

optische Achse

Abbildung 8.8: Vordere Hauptebene und Brennweite eines optischen Apparates

Das inverse Problem (Abb. [8.8) ist die Invertierung des urpriinglichen Systems, das man einfach
durch die Vertauschungen n; <+ ny, a2 <> —a12, age < a1, und VoHs <+ =V Hy, f! < —f erhalt.

Der Abstand der Apparatefront zur vorderen Haupteben und die vordere Brennweite betragen

e —1
ViH, = M (8.36)
—ai2
.
i (8.37)

a12
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8.6 Knotenpunkte

black Olip=0liq
box

Abbildung 8.9: Vorderer und hinterer Knotenpunkt eines optischen Apparates
Wir suchen einen Knotenpunkt des optischen Apparates indem wir einen Strahl auf diesen richten.
Wenn wir auf diesen Knotenpunkt zielen, dann verlédsst der Strahl nach Passage des Apparates ohne

Verdnderung des Winkels zur optischen Achse. Winkel von Strahlen durch Knotenpunkte bleiben
invariant.

Q51 = Qf2 (838)
Wir setzen die Bedingung in die Transfergleichung ein:

( ey ) —A- ( ni% ) (8.39)
* Yi
TLf
< o ) _ ( ain a2 ) . < i ) (8.40)
* azy a2z T 01

und finden
i = a1 + a2 Yi (8.41)
ng n;0G1
yi _ ng/ni—an (8.42)
N1 a2

Die Extrapolation des einfallenden Strahls vom vorderen Ende des Apparates auf den vorderen
Knotenpunkt auf der optischen Achse konnen wir als

(g ) = remm) i) - () (8.43)
1 S 10 1
( 0 )Qﬁ@T(—HlNﬁ' ( l—ai; > ' ( ng/ni—an > (8.44)

1 1 0 1
(-(de ) ()
n; n;a12
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schreiben und erhalten

_ —H1N1 T ny —ny

0 8.46
n; n;a12 ( )
mit dem Endresultat
H N, = Y~ (8.47)
a12
Mit den Vertauschungen n; <+ ny, a12 <> —ai2, aze +» a11 und HoNo < —HN; folgt
HoN, = (8.48)
@12

Wir sehen, dass die Positionen der Hauptebenen und Knotenpunkte sich nur dann unterscheiden
wenn der optische Apparat an verschiedene Brechungsindizes vorne und hinten angrenzt. Solche
verschiedenen Brechungsindizes treten z.B. bei Mikroskopen mit Immersionsobjektiven auf.

8.7 Zusammenfassung

Anstatt mit den sechs Zahlen des vorderen und hinteren Brechungsindizes und den Komponenten
der Transfermatrix n;, ¢, a11, @12, @21, aze zu rechnen kénnen wir alternativ die sechs Zahlen der
vorderen und hinteren Brennweiten, Hauptebenen und Knotenpunkte f, Vi Hy, H1 Ny, f'VaHa, Ho Ny
benutzen. Der Vorteil letzterer Grofien liegt in der Einfachheit der Linsenabbildungsgleichungen bei
Benutzung dieser Groflen. Wir fassen den Zusammenhang letzterer Gréfien mit den urspriinglichen
Groflen zusammen:

_ M r_ "y
ai2 a2
Vi = e =l o, - e =1
1411 a1o 2412 a0
“H N, = HoN, = =1 (8.49)
a12

8.8 Ubungen

8.8.1 Reflexion in einer optisch aktiven Fliissigkeit

Im Halbraum z < 0 befinde sich eine optisch aktive Fliissigkeit mit der konstituierenden Gleichung
D = ¢y[e, E — vV x E] (siche Blatt 2) und der Halbraum z > 0 sei Vakuum. Aus der Fliissigkeit
falle eine linear polarisierte Welle unter dem Winkel ¥ gegen die Normale auf die Trennfliche bei
z=0.

Losen Sie die Maxwellschen Gleichungen in der Fliissigkeit, bzw. im Vakuum und geben Sie jeweils
das elektrische und magnetische Feld einer ebenen monochromatischen Welle an.
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Zerlegen Sie die einfallende linear polarisierte Welle in die Komponenten rechts und links zirkularer
Komponenten. E (r,t) und E_(r,t). Betrachten Sie die Reflexion und Transmission der rechts
zirkular polarisierten Komponente. Stellen Sie die Gleichungen fiir das elektrische und magnetische
Feld auf, die aus den Randbedingungen bei z = 0 folgen. Zeigen Sie, dass es eine transmittierte und
zwei reflektierte Wellen gibt und leiten Sie das Brechungsgesetz und die Reflexionsgesetze ab.
Geben Sie analog das Brechungsgesetz und die Reflexionsgesetze fiir die links zirkular polarisierte
Welle an und zeigen Sie, dass es insgesamt drei reflektierte und zwei transmittierte Wellen gibt.
Fertigen Sie eine Skizze der einfallenden, reflektierten und gebrochenen Strahlen an fiir €, = 1.68,
v =210"%m, w = 310sec™! und ¥ = 30°.

8.8.2 Fata Morgana

Losen Sie den Verlauf eines Lichtstrahls in einem linearen Brechungsindexgradienten entlang der
z-Richtung.

8.8.3 Kardinalpunkte eines Immersionsobjektives

Ein Immersionsobjektiv bestehe aus einer halbkreisféormigen Plankon-
vexlinse (Radius R) mit Brechungsindex ngqqs, und einer Schicht aus
Immersionsol mit Brechungsindex noe; zwischen Objekt und Linse.
Bestimmen Sie die vordere und hintere Brennweite des Linsensys-
tems. Wo liegen die Hauptebenen und wo die Knotenpunkte fiir die
Félle ngias > Noels NGlas = NOel, NGilas < Noe! Konstruieren Sie
den virtuellen Strahlengang der durch die Brennpunkte, bzw. Kno-
tenpunkte gehenden Strahlen eines Objektes im 1.1 fachen Abstandes Abbildung 8.10:  Halbku-

der Olseitigen Fokalebene fiir die drei Fille. gelférmiges Immersionsobjek-
tiv mit Immersionsdl.

8.8.4 Wassertropfen

Bestimmen Sie die Brennweite eines Wassertropfens und schétzen daraus den Brechungsindex von
Wasser ab.

8.8.5 Ray tracing

Schreiben Sie ein Ray tracing Programm fiir ein Linsensystem mit achsennahen Strahlen









Kapitel 9

Uber optische Abbildungen

In dieser Vorlesung vertiefen wir das Verhalten der Brennweite diinner und dicker Linsen als Beispiel
eines optischen Apparates. Wir leiten die Abbildungsgleichung von Linsen her. Wir besprechen die
Vergroflerung, Bildhelligkeit und Blendenzahl, sowie die Scharfentiefe beim Fotografieren. Schliess-
lich erkliren wir die optische Abbildung im Rahmen der Abbéschen Theorie der Bildentstehung
und leiten ein Kriterium fir die Auflésungsvermogen ab.

99
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9.1 Dicke und diinne Linsen

Abbildung 9.1: Eine dicke Linse der Dicke d

Abb. [0:1] zeigt eine dicke Linse die durch zwei weit um die Distanz d separierte gegeniiberliegende
sphérische Grenzflichen gekennzeichnet ist.
Wir nehmen an, dass n; = ny = 1 ist. Ihre Transfermatrix lautet

A=Rs32-T2-Ra1 (9.1)

mit den Teiltransfermatritzen

B 1 —Da3o _ 1 —Doyy
R32—(0 1 ) R21—(0 1 )

1 0

n-( 1) 92)
no
Ausmultiplizieren von Gleichung [9.1] liefert
1—=Ds2d _p.._D + D32 D21 d

A=( a" A (9:3)

Wir lesen mit Hilfe von Gleichung[8.24]ab, dass die vordere und hintere Brennweite der Linse durch

11 1 1 DspDyd

== 9.4
TR i 54)
1 1 1 —1)%d
1__ 1,1 (-1 (9.5)
f Rz Ro1 nR32Ro
gegeben ist bzw. dass die Brechkraft der dicken Linse
D3sDard
D=D’=D32+D21—% (9.6
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betrégt.
Fiir diinne Linsen vereinfacht sich die Gleichungen zu

L1
f o fx fa
D=D'= Dy + Do (9.9)

und die Brechkrifte der Einzelgrenzflichen addieren sich.

9.2 Abbildungsgleichung

Abbildung 9.2: Abbildung anhand der Hauptebenen und Brennweiten eines optischen Apparates.

Wir platzieren einen Gegenstand der Gegenstandshéhe G in der Gegenstandsweite g vor der vorde-
ren Hauptebene und zeichnen den Strahlengang fiir einen Strahl von der Gegenstandsspitze durch
den vorderen Brennpunkt, sowie fiir einen achsenparallelen Strahl durch die Gegenstandsspitze ein.
Der Strahl durch den vorderen Brennpunkt wird an der vorderen Hauptebene zu einem achsenparal-
lelen Strahl gebrochen. Der achsenparallele Strahl wird an der hinteren Hauptebene in einen Strahl
durch den hinteren Brennpunkt gebrochen. Beide Strahlen treffen im Abstand b, der Bildweite von
der hinrteren Hauptebene wieder zusammen und haben dort eine Bildhéhe B (Abb. .

Wir wenden den Strahlensatz auf die vorderen grauen Dreiecke in Abb. an und finden

G B

— = 9.10
7 7 (910)
mit Hilfe der hinteren Dreiecke finden wir
B G
—_— = 9.11
b f 40
Wir 16sen beide Gleichungen nach der transversalen VergroBerung B/G auf und finden
B b—f'
fo_b=f (9.12)

iy
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Wir dividieren die beiden hinteren Ausdriicke in Gleichung und finden

[
l=—— 9.13
G- D (913)
bzw. nach Rearrangement der Gleichung
1 1 1
= 9.14
77 or 014
Mit den Gleichungen und folgern wir, dass
f_ng
== 9.15
f n; ( )
womit wir Gleichungv in die Standartform der Linsenabbildungsgleichung
n; nyg n; nyg
S TR 9.16
P Ty T T (919
bringen.
Fiir den Spezialfall n; = ny vereinfacht sich die Linsenabbildungsgleichung zu
1 1 1 1
sy =_— 9.17
TV T 947

Beachten Sie, dass die Linsenabbildungsgleichung diese einfache Gestalt nur hat, wenn sdmtliche
Absténde von den Hauptebenen aus gemessen werden.
Wir differenzieren Gleichung[9.12) bei festen Brennweiten nach der Gegenstandsweite g und erhalten
die longitudinale VergoBerung

db ff mm o f? ni (b= f)? _ ni

R T T A TR A A

9.3 Bildhelligkeit und Blendenzahl

Wenn wir einen Gegenstand weit weg von den Linsen g > f aufstellen ist die transversale Ver-
grosserung [9.12] proportional der vorderen Brennweite. Die Helligkeit H des Bildes ist umgekehrt
proportional zur transversalen Vergrosserung zum Quadrat, da das Licht des Gegenstandes auf ei-
ne vergosserte Fliche fillt. Wir nehmen an, dass jeder Punkt des Gegenstands gleichméssig Licht
in alle Raumrichtungen abstrahlt. Es wird deshalb eine Kugeloberfliche 4mwg? mit Radius der Ge-
genstandsweite gleichméssig beleuchtet von der aber nur die Fliche 7D? der Apertur der Linse
genutzt wird. Die Helligkeit des Bildes ist deshalb proportional zur Flache der Apertur und invers
proportional zur Brennweite zum Quadrat.

beim Fotoapparat bezeichnet man mit
f
F= 2
D (9.20)

die Blendenzahl. Die Wahl einer kleinen Blendenzahl liefert ein helles Bild.
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9.4 Scharfentiefe

H1 H2

Abbildung 9.3: Schérfentiefe einer Abbildung

Wenn wir die Gegenstandsweite um Ag verdndern, so dndert sich die Bildweite um Ab. In der
urspriinglichen Bildweite, wird das Bild nicht mehr scharf abgebildet sondern die Strahlen treffen
auf dem Schirm mit einer Streubreite von AB ein. Wir lesen an Abb. [0.3] ab, dass diese Streuung

D
AB = gAb (9.21)
betrigt. Die Anderung der Gegenstandsweite hingt iiber
AbpT8e>f ny g° b
Ag=—"="" =-=—AB 9.22
9= i 2D (9.22)

mit der tolerierbaren Verschmierung AB zusammen.
Tolerierbare relative Abweichungen der Gegenstandsweite betragen

Ag nybg

g nif3
Um eine hohe Schérfentiefe zu erreichen bendtigt man eine groe Blendenzahl F. In der Regel muss
man einen Kompromiss aus Helligkeit und Schérfentiefe eingehen.

FAB (9.23)

9.5 Abbésche Theorie der Bildentstehung

Wir betrachten einen flachen Gegenstand mit Durchlassfunktion D(z¢g,yg) der von einer ausge-

dehnten Lampe aus dem unendlichen g7, = oo gleichméfig beleuchtet wird (Abb. . Ohne Linse

(=f = 00) entstiinde ohne Gegenstand im Abstand R ~ oo ein Bild der Lampe. Aus Kapitel [] wis-

sen wir dass der Gegenstand bewirkt dass das Bild der Lampe im unendlichen Fraunhofergebeugt

wird:

Das elektrische Feld in der Bildebene ist deshalb die Fouriertransformation der Durchlassfunktion
ikR

R

27T B 27T3/BL)
AR 7 AR

FT[D(xa,ya)] ( (9.24)

E(xpr,ypr)
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gL =00

Abbildung 9.4: Abbildung ohne Linse

Abbildung 9.5: Abbildung mit Linse

Wir bringen jetzt eine Linse im Abstand g vom Gegenstand an [0.5] Die Lampe steht weiter bei
gr, = 00, so dass jetzt das Fraunhofergebeugte Bild der Lampe in der hinteren Fokalebene abgebildet
wird. Parallele Strahlenbiindel mit dem gebeugten Wellenvektor

k' = k(sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos 1) (9.25)
vor der Linse werden abgebildet auf

zpr, = f'sind cos p, ypr = f sindsing (9.26)



9.5. ABBESCHE THEORIE DER BILDENTSTEHUNG 105
so dass die von der Linse gebeugte Wellenvektorkomponente senkrecht zur optischen Achse

27
kJ_,nach der Linse — 7(553[/7 yBL) (927)
Af!

betrdgt. Das elektrische Feld in der hinteren Brennebene betragt also

ikg 2 2

e T s

Ehintere Brennebene X ]:T [D(.T?G, Z/G)} ( ?L ) yB/L) falls (.I‘BL, yBL)2 < Riinse (928)
g Af Af

aber nur fiir Wellenfronten die in eine Richtung vor der Linse propagieren, so dass der Strahl die

Linse passiert. Fourierkomponenten mit k; > 2“;% werden von der Apertur der Linse geblockt

und nicht in die hintere Brennebene abgebildet. Wir prézisieren das elektrische Feld in der hinteren
Brennebene:

eik:g

FTD(rL6)] B y0R2, .~ 2 ) (9.20)

Ehintere Brennebene X

g Af!

Abbildung 9.6: Doppelte Fouriertransformation bei der optischen Abbildung

Wir betrachten jetzt das elektrische Feld in der Bildebene des Gegenstands. Jeder Punkt in der
hinteren Fokalebene ist wieder Ausgangspunkt einer Kugelwelle, so dass in der Bildebene des Ge-
genstands b die Fraunhoferbeugung des Bildes der hinteren Fokalebene entsteht:

6ik(g+b7f’) 21r | BL 21r | B

_— T Zo0(RE L — T2 —_— 9.30
g + b _ f/ )\f/ ) ( Linse TL,BL) ()\(b _ f/)) ( )
Nach dem Faltungstheorem ist die Fouriertransformation des Produktes zweier Funktionen die
Faltung der Fouriertransformationen der Einzelfunktionen und es gilt

EBild XX ./—"T f’T [D(’I"lvg)} (

FTHf(r)] (k) = %}'T [f(r)] (=F) (9-31)

FT laf(r)] (k) = FT [f(r)] (S) (9.32)
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Es folgt das elektrische Feld in der Bildebene

! 271'?’]_73

- 2, — 2 PR —
b _ f/lrJ—vB) Fal‘;kung ]:T [G(RLmse rJ_,BL)] ()\(b — f,)) (934)
Wir sehen, dass in der Bildebene das Bild wieder entsteht, jedoch ist oben und unten sowie rechts
und links vertauscht, und das Bild ist vergrofiert um den Faktor b=—F und gefaltet mit der Fourier-
trafo der Abschneidefunktion der Apertur. Die Fouriertransformation der Aperturfunktion betragt

Egig < D(—

27T’I"L7B

2 2
FT [0(Risnse — 71 51)] (W) (9.35)
- /e“ﬂ%%“ﬁ'”’“)e(z%ime — 1 pr)d*rL BL (9.36)
I 27 Riinse ‘TfB/‘
- G — (9.37)
(27TRLiuse \TL,B\)
h) b—f
Mit den Abkiirzungen
Riinse = [/ sin¥max (9.38)
und 7
. TlL,B
L= (9.39)
vereinfacht sich das elektrische Feld in der Bildebene zu
R J 27 sin Y max 'FL
Epiq & D(—71) * = Q(W ST ~| ) (9.40)
(Fregtme |7 )

Egal um welchen Faktor das Bild vergrofiert ist, es wird durch die Faltung mit der Besselfunktion
immer relativ gleich verwaschen. Die Verwaschung ergibt sich aus der Breite der Funktion

~ 27 sin Ypax
mit k, = — 2%

(
(k7)) A (541

Diese Funktion kennen wir bereits von der Fraunhoferbeugung [6.1] einer Irisblende. Sie hat ein
Maximum im Ursprung und eine erste Nullstelle J1 (y0)/yo = 0 bei 27yy ~ 0.61.

9.6 Auflosungsvermogen einer Linse

Wir wollen das Auflésungsvermoégen einer Linse bestimmen. Dazu benutzen wir eine Durchlassfunk-
tion

d d
§€w) + 62(TJ_,g + 5693) (942)

bei der nur zwei unendlich scharfe Punkte, welche um den Abstand d voneinander separiert sind
(Abb. durchgelassen werden.

Fiir die Bildfunktion finden wir eine Summe aus zwei Irisbeugungen

D(ryg)=06"(rL, -



9.6. AUFLOSUNGSVERMOGEN EINER LINSE 107

A

Abbildung 9.7: Zwei Punkte in der Durchlassfunktion die wir noch auflésen wollen

Jl (27rsin>\19max|,r_ %ezD Jl (27rsin)\19max|,r+%ew|)
EBild = 27 sin Ymax d 27 sin Ymax d (943)
S wl il 1241 SR |r 4 G e
Wir betrachten die beiden Punkte als gerade noch voneinander trennbar wenn das Beugungsma-
ximum des einen Punktes mit der Nullstelle der Beugung des anderen Punktes zusammenfillt.
Unabhéngig von der Vergroflerung ist das genau dann der Fall, wenn der Abstand der beiden Punk-
te grofer als

d>122—2" A (9.44)

Sin Ymax

ist. In Abb. plotten wir das elektrische Feld in der Bildebene fiir den Fall, dass wir uns genau
bei der Auflésungsgrenze befinden.
Das Abschneiden der Fouriertransformation des Gegenstandes in der hinteren Brennebene ist un-
vermeidbar, da

Sin Ppax < 1 € 00 (9.45)

gilt. Eine optische Abbildung kann ein Bild nicht schirfer abbilden als die Wellenlénge des Lich-
tes. Es gibt Tricks die Begrenzung optischer Abbildung durch nicht optische Abbildungen mittels
optischer Rasterverfahren unter Verwendung hoher fokussierter elektronischer Anregungen und der
Fluoreszenz zu umgehen.
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Abbildung 9.8: Das Beugungselektrische Feld und die Beugungsintensitit der Einzelpunkte (rot
und blau) und der beiden Punkte (griin) bei der Auflosungsgrenze.









Kapitel 10

Optische Abbildungsverfahren

In dieser Vorlesung besprechen wir optische Abbildungsapparate. Zunéchst besprechen wir einige
Mikroskopieformen. Wir zeigen, dass durch Benutzung weiterer optischer Manipulationen in der hin-
teren Brennebene sich mit der Dunkelfeldmikroskopie der Kontrast der Amplitude und mittels der
Phasenkontrasmikroskopie der Kontrast der Phase des Bildes verbessert werden kann. Wir bespre-
chen den Kondensor bei der aktive Beleuchtung von Objekten. Wir besprechen die Funktionsweise
einer analogen Kamera, des Auges, des Mikroskops und des Fernrohres.
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A A A A
D(k)A(k) D(rg/vr)*A(rg/vs)

Abbildung 10.1: In der hinteren Brennebene lassen sich Filter mit der Filterfubktion fl(k) an-
bringen, die die Abbildung weiter manipulieren.

Die Tatsache, dass das Bild in der Bildebene die Fouriertransformation des elektrischen Feldes in
der hinteren Brennebene - die wir auch als die Fourierebene bezeichnen - ist, kann man ausnutzen,
indem man entsprechende Filter fl(k) in der Fourierebene anbringt. Die drei klassischen Methoden
ein Bild kontrastmaéssig zu verbessern ist

o die Dunkelfeldmiklroskopie A(k) = 1 — §%(k)
« die Phasenkontrasmikroskopie A(k) = 1+ ei™/26%(k)

o und die Differenzinterferenzkontrastmikroskopie A(k) =k e,

10.1 Dunkelfeldmikroskopie

Bei der Dunkelfeldmikroskopie blockiert man alles Licht bei k; = 0, das im Zentrum der Bren-
nebene zusammengefiithrt wird, wenn kein Gegenstand in der Gegenstandsweite g =~ oo im Weg
steht. Ohne Gegenstand betrigt die Durchlassfunktion D(rg = 1) = D(k, = 6(k), sémtliches
Licht wird also in der Brennebene gestoppt und das Bild erscheint dunkel. Nur Abweichungen
ed(rg), € < 1 der Durchlassfunktion D(rg) = 1+ ed(r¢) von einer Konstanten werden abgebildet.
Die Dunkelfeldmikroskopie eignet sich deshalb gut fiir die Abbildung schwach streuender Objekte.
Die Dunkelfeldmikroskopie funktioniert auch wenn sich die Durchlassigkeit eines Gegenstandes nur
im Brechungsindex unterscheidet, der die Phase des Lichtes beeinflufit. Ein Gegenstand mit varia-
blem Brechungsindex hat die Durchlassfunktion D(rg) = 1+ iep(rg) Die Intensitiat des Bildes ist
in beiden Féllen proportional zum Quadrat der Abweichung von einer Konstanten.

|Egial® o € (10.1)
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o

A A
BioAk) Birstun)Atrave)

Abbildung 10.2: Dunkelfeldmikrsokopie zur Verstdrkung von Amplitudenkontrasten.

10.2 Phasenkontrastmikroskopie

A

ﬁ(rB/VT)*K(rB/vT)

Abbildung 10.3: Prinzip der Phasenkontrastdmikrsokopie zur Verstéarkung von Phasenkontrasten.

Variationen der Phase der Durchlassfunktion D(rg) = €*#("¢) in Folge einer Variation des Bre-
chungsindex des Gegenstandes kénnen in Variationen der Amplitude des Bildes umgewandelt wer-
den. Hierbei stellt man ins Zentrum der hinteren Brennebene ein A/4-Plittchen (AbHI0.3)), welches
die Phase gegeniiber dem ungestort passierenden Licht um 7/2 dreht. Wir nehmen wieder an dass
€ < 1, so dass

D(rg) ~ 1+ iep(rg) (10.2)

gilt, und

A

D(k)A(k) ~ e™/252(k) + iep(k) (10.3)
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und damit
Epig ~ i +iep(rp) (10.4)

und letztendlich
|Epia) = 1+ 2ep(rp) + 0(62). (10.5)

Waihrend im Gegenstand die Stérung der Intensitit von der Ordnung €2 war, ist sie im Bild von
der Ordnung €

Modernere Formen der Phasenkontrasmikroskopie platzieren nach der Beleuchtungslampe eine
Ringblende, so dass das Objekt zwar gleichméssig aber phasenmoduliert beleuchtet wird (Ab.
In der Fourierebene, die die Bildebene der Lampe ist wird das Bild der Lampe repliziert und die ohne
Gegenstand nicht beleuchteten Regionen aulerhalb des Lampenringes um \/4 phasenverschoben.

Kondensor Y
: Ruinse N
fe g 4 b
r? f f N
n Xa,
A,
D(re) 1
DAk A A
()A(k) Dra/vr)Alralvy)

Abbildung 10.4: Moderner Aufbau der Phasenkontrastdmikrsokopie.

10.3 Kondensor

Fiir eine gute Abbildung eines beleuchteten Gegenstands ist die vollstdndige Ausleuchtung des
Gegenstands vor der Abbildung wesentlich. Hierzu brauchen wir entweder eine Lampe die eine
Ausdehnung grofler als der Gegenstand hat, oder wir weiten die Lampe mittels eines Kondensors
auf.

=
/[EEEEEEEEENEEEEEEEDR

ohne Kondensor

mit Kondensor

Abbildung 10.5: Ausleuchtung eines Dias ohne Kondensor und mit Kondensor

Der Kondensor sorgt also dafiir dass der gesamte Gegenstand ausgeleuchtet wird.
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10.4 Kamera

e AAAAMAA

: Sensor
Objektiv
: Blende
Verschlss
P
H, b (variabel)

Abbildung 10.6: Schema einer Kamera

Eine Kamera besteht aus einem Objektiv meist fester hinterer Brennweite f’, bei dem man die
Bildweite b so einstellt, dass ein Gegenstand im Abstand g scharf abgebildet wird. Eine Kamera
hat eine Blende zur Einstellung der Blendenzahl F' = f’/d. Fiir kleine f’ spricht man von einem
Weitwinkelobjektiv, fiir grosse f’ von einem Teleobjektiv. Die Helligkeit des Bildes kann mit der
Blende und durch die Offnungszeit des Verschlusses geregelt werden. Das Licht des Gegenstandes
wird nach der Bildweite b auf einen Sensor z.B einen charged coupled device abgebildet, wo es
elektronisch weiterverarbeitet wird.

10.5 Das Auge

Abb. zeigt ein Schema unseres Auges. Im Gegensatz zur Kamera ist beim Auge die Bildweite
b fest. Muskelfasern kénnen an der Linse ziehen und deren Kriimmung dndern um auf verschie-
den Gegenstandsweiten g scharf zu stellen. Beim Auge wird die natiirliche Gegenstandsweite bei
g = So = 25cm erreicht (Der Abstand der Augen des Babys von der Mutter, wenn es im Arm
gehalten wird). Auf der Retina befinden sich Zapfen und Stabchen, die das Licht in Nervensignale
umwandeln. Wo der Sehnerv zum Gehirn abzweigt befindet sich ein blinder Fleck der unterhalb der
optischen Achse platziert ist. Die hochste Stdbchen und Zapfendichte befindet sich am gelben Fleck
wo wir am schérfsten auflésen kénnen. Wer so alt ist wie ich ist in der Regel weitsichtig, und die
Linse kann nicht mehr geniigend durch die Muskeln gekriimmt werden um kurze Gegenstandsweiten
abzubilden. Wir behelfen uns dann mit einer Lupe wir platzieren die Lupe vor den Gegenstand mit
einer Gegenstandsweite g < f. Gemiss der Linsenformeln wird dadurch die Bildweite negativ b < 0,
und das jetzt virtuelle Bild befindet sich links des Gegenstandes (Abb. . An der Position der
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Hornhaut Linse B8 Fiock
n=1.368 n=1.37-1.42 R
Glaskérper
n=1.336 Sehnerv
Linse
f=14-17 mm
f=19-23 mm

Abbildung 10.7: Schema unseres Auges

virtuellen Bildweite befindet sich kein Bild, aber unser Gehirn vermutet dort den Gegenstand weil
es die Beugung der Lupe nicht berticksichtigt und die Lichstrahlen geradeaus zuriickextrapoliert.
Beachten Sie, dass das vituelle Bild ein Zwischenbild ist, bei dem die Linse des Auges unberiick-
sichtigt geblieben ist. Wenn wir die Transfermatrix des Gesamtsystems Auge und Lupe betrachten
wird natiirlich auf der Retina wieder ein reales Bild abgebildet.

Hq=H,

Abbildung 10.8: Entspannte Vergroflerung eines Gegenstands mit einer Lupe.

Wenn wir die Lupe so halten das die hintere Brennebene der Lupe mit der Vorderseite der Augenlinse
zusammenfillt finden wir die entspannte transversale Vergroflerung des Gegenstands zu

upe Bb—f/ —|b|_f/ -5
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10.6 Mikroskop

Ein Mikroskop besteht aus einem objektseitigem Objektiv und wenn wir es mit dem menschlichen
Auge benutzen aus einem augenseitigem Okular (Abb. . Objektiv und Okular sind um die
jeweiligen Brennweiten plus die Tubuslénge ¢ voneinander entfernt. Das Objekt ist etwas weiter vom
Objektiv entfernt als die Brennebene und wird deshalb in ein reelles Bild in einem Abstand weniger
als die Brennweite des Okulars abgebildet. Das Okular fungiert als Lupe mit einem virtuellem Bild
auf der dem Auge abgewandten Seite. Viele Mikroskope verwenden heute Kameras zur Beobachtung
und das Okular plus Auge wird durch eine Kamera-seitige Linse ersetzt die dann ein reelles Bild
und kein virtuelles Bild auf der Sensorfliche der Kamera erzeugt. Die Vergroflerung des Objektivs
betragt

B b— fObjektiv t
VObjektiv = 5 = = 10.7
RN fobjektiv JObjektiv (10.7)
die des Okulars
So
VOkular = foTy (108)
ular
die Gesamtvergroflerung ist
UMikroskope — VObjektivUOkular = (109)

fobjektiv fokular

'
~_ ¢ Objektiv- ‘{ > fOk Oklilar fOk
o tov L Tt B B

Abbildung 10.9: Vergréflerung mit einem Mikroskop.

10.7 Fernrohr

Mit einem astronomischen Fernrohr betrachtet man Objekte im Unendlichen. Das Fernrohr besteht
aus zwei Linsen deren Brennebenen zusammenfallen (Abb. [[0.10). Ein von einem Stern einfallen-
des Licht unter einem Winkel ¢; zur optischen Achse passiert die Linse durch den Knotenpunkt
ungebrochen und wird als scharfes Bild in der gemeinsamen Brennebene beider Linsen abgebildet.
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\\
N\
Objgidv | oo [E bwu fox'
N S,

Abbildung 10.10: Vergroflerung mit einem astronomischen Fernrohr.

Der Strahl durch den Knotenpunkt passiert das Okular wieder ungebrochen und wird Okular-seitig
wieder ins unendliche abgebildet. Die Vergroflerung des Fernrohres betrigt

€ — f fObjektiv
— — . ].0.].0
€ foxular ( )

Das Bild des Himmels wird dabei invertiert. Bei einem terrestrischen Fernrohr stért die Inversion,
weshalb man eine weitere Linse einbaut die das Bild wieder richtig herum invertiert.

10.8 Ubungen

10.8.1 Abbildungsfehler sphirischer Linsen

Mit einer sphérischen Linse (siehe Abb.) soll ein Gegen-

stand abgebildet werden. Die Linse befinde sich in einem

Medium mit dem Brechungsindex n;. Die Linse sei so dick, G
dass der Gegenstand innerhalb des Linsenmaterials mit Bre-

chungsindex no abgebildet wird (nur eine brechende sphéri-

sche Flache). Die brechende Linsenoberflache léasst sich mit

der Gleichung 2 + 3% = R? beschreiben.

Abbildung 10.11: sphérische Linse

Der abzubildende Gegenstand der Gegenstandshoéhe G befinde sich g = oo weit weg, so dass die auf
die Linsengrenzfliche treffenden Strahlen achsenparallel verlaufen.

o Geben Sie eine Gleichung dafir an in welcher Bildweite b(G) der Punkt der Héhe G des
Gegenstands scharf abgebildet wird.

o Zeichnen Sie einen Graphen b(G) in Abhéngigkeit von G 0.1R < G < 0.99R. Zeichnen Sie in
den Graphen den Wert von b ein, fiir den der Abbildungsfehler 10% betragt.
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10.8.2 Achromatisches Linsensystem

Ein System aus Linsen soll so kombiniert werden, dass es in der Umgebung von Ag = 500nm keinen
chromatischen Fehler aufweist. Die Brennweite des Achromaten soll f(A\g) = 250mm betragen. Das
System bestehe aus einer Bikonvexlinse (Rij2 = —Ra3) aus Kronglas und einer weiteren Linse aus
Flintglas, die optisch aneinander gekittet sind. Berechnen Sie die Geometrie des Linsensystems.
Materialeigenschaften bei Ag:

« Kronglas no = 1.621 dny/d\ = —0.06um ™!

o Flintglas n3 = 1.618 dns/d\ = —0.15um ™!

10.8.3 perfekte Abbildung

Stellen sie eine Differenzialgleichung fiir die Form einer Grenzfliche zwischen zwei Brechungsindizes
auf die alle achsenparallelen Strahlen, auch achsenfernen Strahlen in einen Brennpunkt fokussiert
und l6sen Sie diese numerisch fiir ein Brechungsindexverhéltnis n; /ne = 1.5.

10.8.4 Salatsofle

Stellen Sie eine ModellsalatsoBe aus Wasser und Ol her, kippen das Ganze in einen Topf und
beleuchten diesen mit einer unendlich weit entfernten Lampe von oben. Wie hoch muf3 die Salatsofle
eingefiillt werden damit die Oliuglein die Lampe auf den Boden des Topfes fokussiert. Uberpriifen
Sie ob eine diinne Linsenformel das Ganze akkurat genug beschreibt.






Kapitel 11

Spektrale Eigenschaften von Licht

In dieser Vorlesung iibersetzten wir das Kausalitdtsprinzip in den Fourieraum und lernen iiber den
Zusammenhang von Absorption und Dispersion. Mit einem Prismenspektrometer nutzt man die
Dispersion des Prismenglases zur spektralen Zerlegung von Licht. Es gibt andere Spektrometer,
wie das Fouriertransformationsmichelsoninterferometer, welches im nahen Infraroten zum Einsatz
kommt. Moderne optische Spektrometer sind Gitterspektrometer. Fabry-Perotspektrometer arbei-
ten im fernen Infrarot. In den unterschiedlichen Spektralbereichen lernen wir iber unterschiedlich
physikalische Anregungen des zu untersuchenden Materials.

121
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11.1 Kausalitdat und Kramers-Kronig-Relationen

Wir betrachten ein linear dielektrisches Material mit konstituierender Gleichung

D(t)/eo = E(t) + /t dt'x(t — t"E(t) (11.1)

J —oo

Die Reaktion der dielektrischen Verschiebung auf elektrische Felder resultiert von allen elektrischen
Feldern, die in der Vergangenheit liegen, nicht aber von Feldern aus der Zukunft. Elektrische Felder
aus der Zukunft bestimmen nicht was in der Gegenwart passiert, was wir durch

xt—t)=0  fir t' >t (11.2)

ausdriicken, und Kausalidt genannt wird. Die Ursache muss der Wirkung vorausgehen. Die Physik
toleriert keinen vorauseilenden Gehorsam, bei dem eine Grofe auf Anerkennung in der Zukunft
hofft, indem sie vermeintliche Erwartungen auf Ursachen in der Zukunft bereits im Voraus durch
entsprechende Wirkungen in der Gegenwart erfiillt. Wir wollen die Kausalitdt einer linearen Ant-
wort Fouriertransformieren damit wir auch im Fourierraum die Kausalitdt erkennen kénnen. Die
Fouriertransformierte der elektrischen Suszeptibilitiat lautet.

x(w) = /OOO dre™“Tx (1) (11.3)

Wir setzen spafieshalber die fiir reelle Frequenzen definierte Fouriertransformation in die komplexe
Ebene fort und erlauben auch komplexe Kreisfrequenzen:

w = R(w) +iS(w) (11.4)

Die analytische Fortsetzung der Fouriertransformation kausaler Funktionen heif3t Laplacetransfor-
mation

XR(w) +iS(w)) = /000 drem(“’ﬁe_%(“’ﬁx(r) (11.5)

Wir sehen, dass ein positiver Imaginérteil der Frequenz das Integral konvergent macht und
deshalb x(R(w) 4+ iS(w)) keinen Pol in der komplexen Halbebene $(w) > 0 haben kann, dort also
eine analytische Funktion sein muss. Die Ubersetzung der Kausalitit in den Fourieraum ist, dass
X(w) als analytische Funktion in die komplexe Halbebene 3(w) > 0 fortgesetzt werden kann.

11.2 Mathematische Eigenschaften analytischer Funktionen

Wir nehmen an, dafl f(w) eine analytische Funktion in der oberen komplexen Halbebene ist. Dann
gilt

% f(w)dw =0 (11.6)

Fiir jeden geschlossenen Weg « in der oberen komplexen Halbebene (Abbildung [L1.1]).
Wir wenden diesen Satz an auf die Funktion

flw) = X&) (11.7)
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Im ®

Re o

Abbildung 11.1: Das Integral einer analytischen Funktion lédngs eines geschlossenen Weges in der
oberen Halbebene verschwindet

mit der festen reellen Frequenz wy. Die Funktion f(w) ist analytisch in der oberen Halbebene weil
die Suszeptibilitdt analytisch in der oberen Halbebene ist. Die Funktion f(w) ist nicht analytisch
an der Stelle w = wg, was aber kein Widerspruch zur Kausalitdt von f ist, denn der Pol ist auf der
reellen Achse, nicht in der oberen Halbebene.

Wir benutzen Gleichung [T1.6] und wéhlen einen Pfad 1 + 73 auf der reellen Achse, den wir mit
einem Halbkreis 74 im Unendlichen schlieSen. Den neuralgischen Punkt w = wy umschiffen wir mit
einem infinitesimalen diesen Punkt vermeidenden Halbkreis ~o, mit dem wir in die obere Halbebene

ausweichen (Abbildung|11.2).

Im oA
Ya

12 vy,

V1 .

®0y, Re o

Abbildung 11.2: Integrationsweg zu Gleichung (11.10
Wir bezeichnen den Maximalbetrag der Suszeptibilitiat im Zeitraum mit

Xmaz = max(|x(7')|) (118)



124 KAPITEL 11. SPEKTRALE EIGENSCHAFTEN VON LICHT

und schétzen die Suszeptibilitdt auf dem unendlichen Halbkreis 74 ab:

00 N e—i\y(wf) =
Ix(w — 0)| < / Xmaz€ S Tdr = —Xmaz —— -0 (11.9)
0 7=0
Hiermit folgern wir dass
oo [HA) _ [ derte) ] dinte) [ doale) et
,wawO ,Ylwfwo 72&17&}0 ,ygcdwa ,Y4W7CU0
woTe d < d d
— o0 W — wo ,YZLU—LUO wote W — Wo 7 W —Wwo
:][oo dOJX(OJ) +/0 ied¢eiéX(W()) (1112)
oo W — Wp ” ee'®
0 dwy(w) .
= —_— — 11.13
it CONM GRS

Wobei wir fiir das symmetrisch am Pol unterbrochene Integral 7 = limo [+ fjj 4o den
Begriff Hauptwertintegral eingefithrt haben. Wir finden die Beziehung

. *° dwy(w
imx(wo) :][ dary(w) (11.14)
—co W — Wo
und zerlegen Gleichung in den Realteil
oo d /
— 7y (wo) :][ %E:‘;) (11.15)
und den Imaginarteil
oo dw 1! w
' (wo) :][ w’iifdo) (11.16)

ersetzen die Suszeptibilitdt y durch die relative Dielektrizitatskonstante
e(w) =1+ x(w) (11.17)

und finden so die Kramers-Kronig Relationen

€ (wo) — 1= %][:’0 %/E:) (11.18)
¢ (wo) = —%][jo %ﬂ;l) (11.19)

Die Kramers Kronig Relationen sagen aus, dass der Realteil und der Imaginérteil der dielektrischen
Funktion aufgrund der Kausalitdt nicht unabhéngig voneinander sind, sondern die eine Grofle aus
der anderen berechnet werden kann. So gilt

. /\/
1][ do—— (11.20)

T oo W — wo
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und

1 ][ = Q _ ) ‘7 (11.21)

™ W — Wwo

— 00

Ein Absorptionspeak in € ist immer mit einem bipolaren Dispersionsverlauf in ¢’ verbunden der
eventuell eine Exkursion ins negative oberhalb der Resonanzfrequenz macht. Ein negativer Wert
der Dielektrizitatskonstante iiber alle Frequenzen ist nicht moglich und verletzt das Gesetz der
Kausalitét. Der dispersive Bereich reicht in der Regel iiber den Absorptionspeak hinaus, weshalb
wir transparente Materialien mit

%‘\ 40 (11.22)

finden, deren Dispersion auf eine Absorption in der Néhe, aber eventuell aulerhalb des sichtbaren
Bereiches hinweist.

11.3 Chromatische Abberation und Achromat

Die Dispersion dn/d\ stort bei optischen Abbildungen, denn sie fithrt zu Farbfehlern, den chroma-
tischen Abberationen. Abbildung zeigt eine Linse mit Dispersion, die im Blauen eine andere
Brennweite hat als im Griinen und deshalb eine Objekt im blauen Farbbereich anders abbildet als
im Griinen.

Abbildung 11.3: Chromatische Abberation einer Linse mit Dispersion dn/dA.

Kronglas

Flintglas

Abbildung 11.4: Ein Planachromat Linsensystem aus verschiedenen Glésern spielt die chromati-
schen Abberationen der einzelnen Gléser gegeneinander aus.
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Abhilfe verschafft man sich durch die Verwendung eines Linsensystems aus verschiedenen Gléa-
sern. Alle Gldser haben die néchsten Absorptionsmaxima im ultravioletten weshalb dn/d\ < 0
ist. Ein Planachromat besteht aus einer Bikonvexlinse aus Kronglas und einer plankonkaven Linse
aus Flintglas (Abb. mit unterschiedlichen Dispersionen, die zu einem dicken Linsensystem
zusammengekitted sind. Die Geometrie der Linsen wird so gewéhlt, dass fiir deren Transferfunktion

dA
O 0 (11.23)
gilt.

Die Dispersion dn/d\ wird dann interessant, wenn man etwas iiber die internen physikalischen
Prozesse eines Materials lernen will. Dies sollte aus den Kramers-Kronig Relationen bereits klar
sein.

Die Dispersion dn/dA ist niitzlich wenn man Licht spektral zerlegen will.

11.4 Prismenspektrometer

Abbildung 11.5: Schematischer Aufbau eines Prismenspektrometers.

Abbildung zeigt den schematischen Aufbau eines Prismenspektrometers. Durch einen Spalt
und ein im Abstand der Brennebene platzierten Kollimator fallt paralleles Licht auf ein Prisma mit
Dispersion dn/d\. An den beiden Prismenschenkeln wird das Licht gemé8 des Brechungsgesetzes
von Snellius

sin¥q; = nsin Yy (11.24)
sin 1921: = nsin 192i (1125)
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gebrochen. Die durch die Brechung des Prismas mit Winkel « zwischen beiden Schenkeln hervorge-
rufen Ablenkung des Strahles § kdnnen wir geometrisch iiber die Aulenwinkel des Strahles zu den

Loten
5:191i704+192t (1126)

ausdriicken. Die Innenwinkel folgen dem Gesetz
V1t + V21 = (11.27)

Wir elliminieren 914, ¥2; und Yo, aus Gleichung [11.26] mittels der Gleichungen [T1.24][11.25|und [11.27
und finden

§ =3 — a — arcsin(nsin(a — 91¢)) (11.28)
= ¥1; — a — arcsin(n sin acos ¥1¢ — n cos asin Yy) (11.29)
2
sin” ¢
= — a —arcsin(nsinay/ 1 — o 5 I _ cosasindy) (11.30)
n

= 91; — a — arcsin(sin ay/n2 — sin? ¥q; — cos asin Vy;) (11.31)

Fiir einen symmetrischen Strahlengang durch das Prisma wird die Ablenkung minimal

dé ..
d’ﬂli =0 fir 1911 = 192t~ (11.32)
Fiir diesen Spezialfall gilt
§1nin .
sin <2+a> = nsm% (11.33)

Man kann die Dispersion des Prismas aus der Minimalablenkung bestimmen

: Smin (A)+
i (Buegis2)

in &
SlIl2

n(\) = (11.34)

Die Winkeldispersion des Prismas betrdgt bei symmetrischem Strahlendurchgang

: dn
86> ki) (11.35)
1i

OA 9 \/n? —sin? ﬂli\/l — (sin ay/n? — sin? ¥q; — cos arsin ¥y;)2

Sie gibt an, wie der Ablenkungswinkel als Funktion der Wellenlédnge variiert.

11.5 Fourierspektrometer

In einem Fourierspektrometer féllt Licht mit einem Spektrum Iy(k) auf einen Strahlteiler, der das
Licht in zwei Aste aufgeteilt und nach Reflexion an zwei Spiegeln wieder zusammenfiihrt. Die
Lange des zweiten Astes Lo = L + x ist variabel und x wird kontrolliert durchgefahren. Die
Position bei denen beide Aste gleich lang sind = 0 heit die Weillichtposition. Der Detektor



128 KAPITEL 11. SPEKTRALE EIGENSCHAFTEN VON LICHT

Spiegel 1
X
L, >
lo(k) > 7

lo(k) » @?§ g @

@ [° AL+ g &

S o o}

K —>»> -<p» N N

Y
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Abbildung 11.6: Schematischer Aufbau eines Fourierspektrometers.

kann verschiedene Wellenléngen nicht selbst messen sondern mifit die Gesamtintensitdt mit einer
bestimmten spektralen Empfindlichkeit S(k):

I (x) = / dkIP(k, x)S (k) (11.36)

Das elektrische Feld der Lichtquelle sei Eg(k). Dann ist das elektrische Feld am Detektor durch
EP(z, k) = Eo(k)e*™® (; + ;eik(%)) (11.37)
= Ey(k)e* ik cos ke (11.38)

gegeben, weil sich die beiden optischen Wege um die Strecke 2z (der Zusatzweg wird hin und zuriick

durchlaufen) unterscheiden. ¢(k) ist der Phasenfaktor des elektrischen Feldes bei durchlaufen des
mittleren Weges. Die Intensitéit vor dem Detektor ist deshalb

TP (2, k) = Io(k) cos® kx = Iy(k) (; + %COS ka) (11.39)

Das detektierte Gesamtsignal bei einer spektralen Empfindlichkeit S(k) ist

Detges(x) = /dk]o(k) (; + %cos 2km> S(k) (11.40)
= %Detges(z =0)+ ; /dk[o(k) cos 2kz S (k) (11.41)
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Wir nehmen die Fourierriicktransformation von Gleichung und finden

m@w@yi/m%ﬂﬂk@¢m—Daw@:mnw%x (11.42)

Im Experiment weifl man a priori die Weiilichtposition nicht und misst ein Signal als Funktion
einer nicht kalibrierten Spiegelposition Z (siehe Abb. [11.7). Die Weiilichtposition Zeig erkennen
wir am Maximum des Gesamtsignals.

mDetmax
A

)

X

| oo——

weild N > N
X=X+XWdB

Abbildung 11.7: Interferogram eines Fourierspektrometers.

Det(

X

Iy(k)S(k) = /da:Qi (2Detges (Tweis + ) — Detges(Tweis)) cos2kx (11.43)
77

Wenn wir in den Eingangsstrahl eine Probe mit Transmission Tpyobe(k) stellen miissen wir die
Intesitdt der Lampe ersetzen durch die entsprechend abgeschwéchte Intensitat Io(k)S (k) Tprobe(k)
Die Transmission der Probe erhalten wir dann {iber eine Messung ohne und mit Probe geméaf

[ dx (2Detrgncist Probe(F veig + ) — Detg Probe( i eig)) cos2ka

- [ dx (2Detghne Probe(Z g + 2) — Detghne Probe(Z . ig)) cos2ka

Der Vorteil der Fourierspektroskopie liegt darin begriindet, dass man nicht die Probe sukzessive mit
wenig Licht der jeweiligen Wellenzahl durchscannt, sondern immer in etwa die Hélfte des fiir jede
Spiegelposition verschieden farbigen Lichtes aller Wellenldngen zur Detektion benutzt. Man hat
die benotigte Menge an Photonen zur Detektion zeitlich schneller zusammen als beim abscannen
monochromatischer Beitrage. Im Infraroten sind die meisten Lampen und Detektoren schwach, so
dass diese Form der Spektroskopie vor allem im nahen Infraroten zum Einsatz kommt.

TProbe (k')

(11.44)

11.6 Gitterspektrometer

Abb. zeigt den schematischen Aufbau eines Gitterspektrometers. Spektral zu analysierendes
Licht tritt durch den oberen Eintrittsspalt ein und wird von einem Zylinderspiegel zu einem paral-



130

KAPITEL 11. SPEKTRALE EIGENSCHAFTEN VON LICHT

Abbildung 11.8: Aufbau eines Gitterspektrometers.

lelen Strahlenbiindel reflektiert, welches unter dem Winkel 1J; auf ein drehbar gelagertes Gitter mit
Periode d fallt. Nur Licht welches unter dem Winkel 9 reflektiert wird vom zweiten Zylinderspie-
gel auf den unteren Spalt fokussiert und kann diesen wieder verlassen. Um dies fiir eine bestimmte
Wellenzahl k; zu erreichen miissen wir das Gitter so drehen dass es die erste Beugungsordnung fiir
die gewdhlte Wellenlénge in die richtige Richtung ablenkt.
Ein ideales Reflexions-Gitter mit N Linien im Abstand von jeweils d hat die Reflexionsfunktion
(das Analog zur Durchlassfunktion in Kapitel [6)

mit der Fraunhoferbeugung

D(q

N-1
D(r) =Y 6*(r—jd)
j=0

N

Ju

1— 6iNq-d

Jj=

- ia-id geom.Reihe
)= 3 efagd acomdiehe Z7 €
1 — eiad
0

Der Impulsiibertrag bei der Reflexion am Gitter ist

q:k?f—ki.

(11.45)

(11.46)

(11.47)

(11.48)
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Aﬁ
] |

qed

Abbildung 11.9: Verhéltnis zwischen Austritts und Eintrittsintensitit bei einem Gitterspektro-
meter mit N Strichen.

Die Wellenléinge des Lichtes dndert sich am Gitter nicht, so dass ky = k; = k. Wir messen die
Winkel in einem im Gitter fixierten Koordinatensystem und finden, dass

o[ () (] ol)
= kd(sin(¥; + @) — sin(¥; — @) (11.50)

fiir den Impulsiibetrag g in Richtung des Austrittsspaltes gelten muss.
Die Intensitat bei der Wellenzahl k und dem Gitterwinkel ¢ wird am Austrittspalt auf

2
sinﬁgli )

—_— 11.51
Nsinq%i ( )

IAustritt(ka 90) - IEintritt(ka 90) (

gegeniiber dem Eintrittsspalt abgeschwécht. In Abb. [T1.9] ist die Transmission eines Gitters mit
N = 11,31 und N = 101 ausgeleuchteten Strichen abgebildet. Je mehr Striche eines Gitters aus-
geleuchtet sind um so schéirfer ist die Trennung in Wellenldngen die das Spektrometer passieren
konnen gegeniiber den Wellenldngen die geblockt werden.

Fiir festen Gitterwinkel ¢ ist die Wellenldnge des n-ten Hauptmaximums, welche das Spektrometer
ungehindert passiert durch

d(sin(d5 + ¢) —sin(d; — ¢))

)‘gurchlass = (11'52)



132 KAPITEL 11. SPEKTRALE EIGENSCHAFTEN VON LICHT

gegeben. Um zu verhindern dass mehr als eine Ordnung das Gitterspektrometer gleichzeitig passie-
ren muss der Spektralbereich des zu untersuchenden Lichtes auf

kmax/kmin < 2 (1153)

begrenzt sein. Die erste Nullstelle der Austrittsintensitdt in [I1.51] liegt bei festem ¢ bei

27d(sin(VY f+¢)—sin(¥; —p)

o d(q-d) d ( ) 2

_2r AN\ = A= ——"A 11.54
N dA A dX A A A (11.54)

und wir erhalten fiir das relative spektrale Auflésungsvermogen des Gitterspektrometers

A

a5 =N (11.55)
Es lassen sich mit einem Gitterspektrometer mit N Strichen N verschiedene Wellenldngen vonein-
ander trennen.
Fiir ein ideales Gitter wird die Intensitét des einfallenden Lichtes in alle Hauptordnungen gleich-
méBig aufgeteilt. Fiir ein nichtideales Reflexionsgitter aus IV Spalten ist die Reflexionsfunktion des
Gitters die Faltung der idealen Gitter-Reflexionsfunktion mit einer Spaltreflexionsfunktion. Dies
schwécht die Intensitét in der ersten Hauptordnung, mit der man in der Regel arbeitet weiter ab
(vergleiche mit Abb. . Man kann aber ein nichtideales Gitter so gestalten, dass durch die Nich-
tidealitat des Gitters die Hauptintensitdt in die erste Ordnung gelenkt wird. Ein solches Gitter ist
das Litrowgitter.

Abbildung 11.10: Aufbau eines Litrowgitters.
Fiir das Litrowgitter finden wir die Reflexionsfunktion
D(r) = D3l « Litrow (11.56)

mit

L
Litrow(r) = / dso?(r — sl) (11.57)
0
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dessen Fouriertrafo ist

I
Litrow(q) = Z/ dse'ats (11.58)
0
Y
iq-ls
- % (11.59)
iq-1|,
iq~iL -1
E— T (11.60)
g 2l
= il T (11.61)
T2

Wir ersetzten den festen Reflexionswinkel Richtung Spalt ¥¢ durch den Reflexionswinkel ¢, der
alle Reflexionsrichtungen in dem Spektrometer erfasst, auch die, die nicht in Richtung ¥; des
Austrittsspaltes fithren und finden:

ein= [ (21) () () we
= EkL(sin(dy + ¢ — o) —sin(v¥; — ¢ + «)) (11.63)
Wenn wir von der Grundausrichtung des Gitters ¢ = ¢ ausgehen gilt
qg-lL=0 fir a =@ und ¥, = Vg (11.64)
Die gebeugte Intensitdt ist das Produkt aus der idealen Gitterbeugung mit der Litrowbeugung

. Ngd \?2 . qlL 2
sin sin 432
Taustrits (K, 0) = Iintriee (K, ¢) ( 2 > ( . ) (11.65)

N sin 22 aiL
2

und die Hauptintensitét der Litrowreflexion geht genau in die Richtung ¥/"** = ¢ des Austritts-
spaltes, wenn das Gitter in der pg-Grundstellung ist. Wir zeigen in Abb. die Beugung eines
idealen Gitters, die Beugung eines Litrowspaltes und die Beugung des Litrowgitters als Funktion
der Beugungsapertur sind,. fiir die Grundwellenlinge A}, s (¢0) des Lichtes die in der Grund-
stellung des Spektrometers den Spalt als erster Ordnungsbeugungsstrahl verlaft.

In Abbildung zeigen wir die Messung von Molekiilschwingungen in einer Probe. Die Probe
wird mit einem monochromatioschen Laser bestrahlt, dessen Streulicht durch den Dopplereffekt der
schwingenden Elektronen im Molekiil teilweise frequenzverschoben wird. Mit dem Gitterspektrome-
ter kénnen wir die Intensitéit des Streulichtes als Funktion der Frequenzverschiebung Aw auflésen.
Die Peaks des verschobenen Lichtes geben dann Auskunft iiber die Frequenz der Molekiilschwin-
gungen. Diese Form der Spektroskopie heifit Ramanspektroskopie.
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1
ideales Gifter
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Litrow Eir.qézelelement
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Abbildung 11.11: Beugung der Durchlasswellenlinge an einem idealen Gitter, Beugung einer
Wiederholungseinheit des Litrowgitters und Beugung des Litrowgitters als Funktion von sin 1},
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Abbildung 11.12: Benutzung eines Gitterspektrometers fiir die Ramanspektroskopie.

11.7 Fabry Perot Spektrometer

Ein Fabry Perot Spektrometer besteht aus zwei planen oder konkaven besser als A/50 verspiegelten
parallel ausgerichteten Platten mit Abstand d. Die Eine Platte sitzt auf einem Piezo, mit dem wird
den Plattenabstand kontinuierlich variieren kénnen. Wie in Gleichungen [7:47 und bezeichen wir
mit 7 und R die Transmissions- und Reflexionsamplitude. Ein Strahl der zweimal mehr im Inneren
des Fabry-Perots reflektiert wird hat eine Phasenverzogerung gegeniiber dem anderen Strahl von

2w S 47d cos?
— 11.
0= N \ ( 66)

Der Plattenabstand 148t sich zwischen din < d < dmax verdndern.

Wir summieren das Gesamtelektrische Feld Eg.s nach passieren des Fabryperots aus den Einzel-
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Abbildung 11.13: Ein Fabry-Perot Spektrometer.

strahlen auf und finden:

Eyes = T?Ey + R?e®T?Ey + R*e™T?Ey + ... (11.67)
=) (R2®)T2E, (11.68)
k=0
T2E,
= e (11.69)

Die Intensitiat des Strahles ist dann

1
I= §GOC|E§eS| (1170)
_1 T4 E2 1 (11.71)
= 2606 0 (e_ia/z _ R26i5/2)(ei6/2 _ R2e—i6/2) '
1 1
_ L g2 11.72
90 Y1+ R*—2R2cosd — 2R?2 — 2R? + 2R? (H.72)
1 1
— e cTAE2 11.73
20 0(1—R2)2—|—4R251n2% ( )
r=R? 1
= Iy ————————— 11.74
1+ (1%77;)2 sin? % ( )
1
= Iy ———————— (11.75)
1+ %}.2 sin? g

wobei wir die Finesse

/T

= 11.76

1—r ( )
eingefiihrt haben. In Abbildung [11.14] tragen wir die relative Gesamttransmission I/l gegen die
optische Phasenverschiebung § o d fiir verschiedene Reflexionskoeffizienten r bzw. Finessen F auf.
Je hoher der Reflexionskoeffizient ist umso schérfer werden die Transmissionsmaxima. Typische
Absténde der Platten sind von der Groflenordnung d =~ ¢m die Wellenlénge ist im Sichtbaren, also
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Abbildung 11.14: Relative Transmission durch ein Fabryperot als Funktion der Phasenverschie-
bung §.

A = 500nm so dass die typische Ordnung k des Transmissionsmaximums bei k& ~ 10000 liegt. Wenn
die Phase 4 iiber ein Spektrum weniger variiert als

Asp =27 (11.77)

dann passiert jeweils nur eine Wellenldnge mit einem Transmissionsmaximum das Fabry Perot. Wir

berechnen den freien Spektralbereich A durch Ableiten der Beziehung|11.66|nach der Wellenlédnge:

dd
2r=Adr = A —|=A 11.
u f )\f| d)\| >\f )\?nax ( 78)
und finden fiir den freien Spektralbereich
A2
AN, = —1ax 11.
As dcos v (11.79)

Fiir ein Spektrum der Bandbreite A)y passiert nur die Wellenlinge Amax das Fabry-Perot mit
maximaler Transmission, keine andere. Wir bezeichnen mit Ad,.s den Abstand der Phase von der
Maximalphase bei der die Transmission auf die Hélfte abgefallen ist:

L _1 (11.80)
T g s () 2 |
mit dpmax = 2km, k € N folgt
4r . 2km £ Adres
2=1+ TE sin? ( 5 ) (11.81)
4 A(Srcs 2
iy (Do) (11.82)

1-r2 4
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so dass
(1-7r)2
A(Sres =£24/ — 11.83
4r ( )
und
dé B (1—r)2
AAresﬁ - A(sres - 2 47‘ (1184)

womit wir das Auflésungsvermogen

Amax dcos v 4r
_ 11.85
Adres T Amax \/ (1-7r)2 ( )

finden und den freien Spektralbereich

A = F2A s (11.86)

Die volle Linienbreite betragt 2A\os und passt somit genau F mal in den freien Spektralbereich,

die Finesse gibt also die Anzahl der Peaks an, die sich mit einem Fabry-Perot Spektrometer trennen
lassen.

Eine typische Form der mit einem Fabry Perot betriebenen Spektroskopie ist die Brillouin-Spektroskopie.
Hier schieit man mit einem monochromatischen Laser auf eine Fliissigkeit und spektroskopiert das
von der Flissigkeit gestreute Licht (Abb. .

o, k

Laser

o'=0+Am, K'=k+q

N\

\

Abbildung 11.15: Aufbau eines Brillouinspektrometers mit einem Fabry-Perot.
Das Photon des Lasers wird an der Fliissigkeit gestreut. In Folge der diffusiven Bewegung, bzw.

aufgrund von Schallwellen in der Fliissigkeit, ist das gestreute Photon in der Frequenz Dopplerver-
schoben und wir lernen etwas iiber die Materialeigenschaften der Fliissigkeit.

U
g=kK -k Aw=du -w q:2ksin§ (11.87)
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Kapitel 12

Der Laser

In dieser Vorlesung wenden wir die Grundprinzipien der Quantenmechanik auf ein Vielteilchensys-
tem aus ununterscheidbaren Partikeln an und erkliaren das Verhalten von Bosonen und Fermionen.
Photonen sind Bosonen und préferieren es in den selben Quantenzustand zu kondensieren. Aus
diesem Grund kann man einen Laser bauen, deren Funktionsweise wir physikalisch erklaren.

139
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12.1 Ununterscheidbare Partikel in der Quantenmechanik

In der Quantenmechanik beschreiben wir die Detektion von Partikeln mittels Wahrscheinlichkeit-
samplituden. Wir betrachten die Kollision und anschliefende Detektion zweier unterscheidbarer
Quantenpartikel. Als Beispiel wéhlen wir uns die Kollision eines Sauerstoffions O, mit einem
a-Partikel. Die beiden Teilchen fliegen im Schwerpunktsystem mit entgegengesetzten Impulsen
Po, = —P, aufeinander zu und und mit anderen entgegengesetzten Impulsen p’o2 = —pl, wie-

der auseinander (Abb.[12.1h).

(s) @ in-9) ® f9 @ f(n—-9) /’

o o A

Abbildung 12.1: a) und b) Detektion eines Sauerstoffions O und eines davon unterscheidbaren
a-Partikles mit Detektoren, die jeweils den einen (anderen) Partikel detektieren. b) und c¢) De-
tektion zweier ununterscheidbarer a-Partikel mit zwei Detektoren, die die Partikel natiirlicherweise
nicht unterscheiden koénnen.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit messen, dass das a-Teichen um den Winkel ¥ in den fiir a-
Teilchen empfindlichen Detektor an der Position 1 gestreut wird und das Sauerstoffion ebenfalls um
den Winkel ¢ in den Detektor 2 gestreut wird. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude hierfiir sei f ().
Beachten Sie, dass ich mit dem in Abb. gezeigten Aufbau die Wahrscheinlichkeitsamplitude
f(w—19) nicht messen kann, denn dafiir stehen die jeweiligen Detektoren der Teilchen an den falschen
Stellen. Nur wenn ich die Detektoren vertausche wie in Abb. wird die Amplitude f(m — 9)
messbar. Die Wahrscheinlichkeit dass entweder das Sauerstoffion oder das « Teilchen an die Stelle
1 oder 2 gestreut wird muss ich mit zwei Aufbauten messen, die die Situation klar unterscheiden
kénnen. Die Wahrscheinlichkeit, dass entweder das Sauerstoffion oder das a-Teilchen an die Stelle
1 gestreut wird ist

Py (0 AT —0) = [f(0)] + |f(m —0)? (12.1)

Die Situation ist vollkommen anders wenn wir zwei prinzipiell voneinader ununterscheidbare a-
Partikel detektieren wollen. Es gibt keinen Detektor, der feststellen kann welchen Index (1 oder
2) wir dem urspriinglichen a-Partikel gegeben haben. Der Detektor detektiert a-Partikel sei ihr
Index 1 oder 2. Auch ist es uns bei der Detektion nicht erlaubt nachzumessen welche Trajektorie
welches a-Partikel zu dem Detektor nimmt. Eine solche Messung wiirde das Ergebnis der Messung
verdndern. Wir wissen deshalb nicht welches der beiden a-Teilchen wir an der Stelle 1 detektieren,
beide in Abb. und Abb. gezeigten Moglichkeiten kénnen wir mit der Detektion deshalb
nicht unterscheiden. Die Wahrscheinlichkeit, dass entweder das eine a-Teilchen oder das andere
a-Teilchen an die Stelle 1 gestreut wird ist

Paa(d A= 9) = [ £(9) + f(m = 9) (12.2)
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Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dass die Teilchen um 7/2 gestreut werden und finden fur
die unterscheidbaren Teilchen

Po- o (7/2) = 2| (r/2)? (12.3)
aber fir die ununterscheidbaren Teilchen
Poo(m/2) = 4] f(r/2)? (12.4)

Fiir alle ununterscheidbaren Partikel ist die Wahrscheinlichkeit dass diese um 1) gestreut werden
durch
P(9) = |f(0) £ f(m = )| (12.5)

gegeben. In Gleichung gilt das +-Zeichen fiir Bosonen und das —Zeichen fiir Fermionen. Wir
interessieren uns hier insbesondere fiir die Photonen, die Bosonen sind.

Wir betrachten den Streuprozess zweier Partikel in einem beliebigen, nicht unbedingt dem Schwer-
punktsystem und gehen zur bra ket Notation iiber. Die Streuung zweier unterschiedlicher Partikel
von einem Einteilchenzustand a) in den Einteilchenzustand 1) sowie von einem Einteilchenzustand
b) in den Einteilchenzustand 2) hat dann die Wahrscheinlichkeitsamplitude (1|a)(2]b) und Wahr-
scheinlichkeit |(1|a)(2|b)|?>. Die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Ausgangszustéinde nach 1) und
der andere nach 2) tibergeht ist dann durch

P =[(1]a)(2[)|* + |(2]a)(1]b)[? (12.6)

gegeben da wir durch die Wahl geeigneter Detektoren unterscheiden kénnen, welcher Partikel in
den Zustand 1) und welcher in den Zustand 2) gegangen ist. Haben wir n unterscheidbare Partikel
statt nur zwei Partikel, und die Unterschiede zwischen den Positionen der Zustinde 1) bis n) sind
so klein dass sich die Amplituden (ila) ~ (j|a) = @ nicht unterscheiden, ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Partikel in der gemeinsamen Fldche der Zusténde 1) bis n) landen durch

P, (unterscheidbar) = /dSl.../dS’n|a|2|b|2|c|2... (12.7)

gegeben. Fir ununterscheidbare Bosonen miissen wir die Wahrscheinlichkeitsamplituden addieren
und das Betragsquadrat der Gesamtamplitude durch die Anzahl der nichtunterscheidbaren aber in
der Formel unterschiedenen Detektionen teilen

P, (Bosonen) — %/dSm(l).../dSm(nﬂZ(m(l)m)(m(2)\a><7ri(3)|c>..,|2 (12.8)

1
_ f'/dSl.../dSnn!2|a|2\b|2|c\2... (12.9)
n:
! /dSl.../dSn|a|2\b|2|c\2... (12.10)
= n! P, (unterscheidbar) (12.11)

wobei sich die Summe in [T2.§] tiber alle Permutationen 7;,i = 1..n! der Zahlen 1...n erstrecken.
Wenn wir aus einem Zustand w) ein weiteres Boson zum n-Bosonenzustand hinzufiigen finden wir

P, +1(Bosonen) = /dSPn(Bosonen)(n + 1) |wl|? (12.12)
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Damit ist die Wahrscheinlichkeit eines Bosons in die Flidche S zu gehen um den Faktor n+ 1 grofler
wenn dieser Zustand mit bereits n Bosonen besetzt ist verglichen mit einem noch nicht besetzten
Zustand.

Wir finden die Ubergangsamplituden

(n+1n) =vn+la Ubergangsamplitude (12.13)
(njn+1) =vn+la* Riickfallamplitude (12.14)
(n —1|n) = V/na* (12.15)
(110) = a spontane Emissionsamplitude (12.16)
Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Hinzufiigen eines Bosons zu einem n-Bosonenzustand ist
Pysnir = (n+1)]a|* = a|? + nlal? (12.17)

spontane Emission stimulierte Emission

Bei der spontanen Emission muss ein Boson von keinem anderen Boson iiberzeugt werden dem
bestehenden n-Bosonenzustand beizutreten, bei der stimulierten Emission leisten die n Mitglieder
des bestehenden Bosonenzustands Uberzeugungsarbeit, sie stimulieren die Emission des Photons
in den bestehenden Zustand. Ein Laser funktioniert weil Photonen Bosonen sind und sich leicht
iiberzeugen lassen in den selben Zustand zu gehen der bereits besetzt ist.

12.2 elektronisches Zweiniveausystem

|2>eTe-QQQQQQ8 12>, A QQQQQQg
2000009 2000009
NRRLQQQQ RRLRQQQQ
ho| Q9QQQQQQ ho| QQQQQQQ
29990QQ 9900QQ

o,k [66 o,k
! 15, Ve

|4

o, k'

11>

Abbildung 12.2: Ubergang eines Elektrons in einem Zweiniveausystem in den unteren Zustand
unter Emission eines Photons mit Frequenz und Wellenvektor w, k' bei Vorhandensein eines Multi-
photonenzustands mit Frequenz w, k

Wir betrachten den Energietibertrag eines Elektrons, welches in einem Zweiniveausystem mit Ener-
gie £ = hw ein Elektron mit Kreisfrequenz und Wellenvektor w, k’ emittiert. Es seine bereits n



12.2. ELEKTRONISCHES ZWEINIVEAUSYSTEM 143

Photonen mit Wellenvektor w, k vorhanden. Es gilt die Energieerhaltung bei dem Prozess:
Ee 4 nliw = Eges = (n+ 1)hw. (12.18)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit des Prozesses ist

Play, i p 0 )y 1) i) pl1)p O lane [ 1 (12.19)

wenn das emittierte Photon einen anderen Impuls hat als die anderen n Photonen (Abb. [12.2)), aber

Pla) ln)pl0gryp— 1) (0t D)y 00), O ] (04 1) (12.20)

wenn das emittierte Photon denselben Impuls annimmt wie die restlichen Photonen. Fallt also
ein Elektron aus dem Niveau |2),- in das Niveau |1).-, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass dabei
ein Photon mit dem selben Impuls k wie n bereits existierende Photonen emittiert wird (n + 1)
mal groBer, als dass ein Photon mit der Energie fw aber anderen Impuls k' # k emittiert wird.
Der bosonische Herdentrieb der Photonen lédsst diese in einen Zustand kondensieren, bei dem alle
Photonen gleich sind.

|2>e A QQQQQQQ |2>e76- QQQQQQg
QLRQQQQQ QRRRRQQ
RRRRRQRQQ QRRRRQR QR
ho RQLRQQQ Q. ho RQRRRRRQRQ
k o,k

Y

Ye

1> —— €~ 11>

Abbildung 12.3: Ubergang eines Elektrons in einem Zweiniveausystem in den oberen Zustand
mit Absorption eines Photons eines Multiphotonenzustands mit Frequenz w, k

Aber auch der Absorptionsprozess wird stimuliert, sollte ein weiteres Zweiniveausystem gerade mit
einem Elektron im Grundzustand besetzt sein (Abb. [12.3):

Plry ln)pl0gr p—12) o (0D 00), & ak]? (14 1) (12.21)

Rechnen wir die stimulierte Emission und Absorption gegeneinander auf, gehen von einem aktiven
Lasermaterial welches aus N,- Zweiniveausystemen besteht bei denen die Niveaus |i),- mit der
Besetzungswahrscheinlichkeit 0 < B(]i).-) < 1 besetzt sind, die Nettoemissionsrate eines Lasers

REmission X Ne— (B(|2>e_) - B(‘1>e—)) MPhoton (1222)

Wir erhalten positive Emissionraten nur dann wenn die stimulierte Emission wahrscheinlicher ist
als die stimulierte Absorption, was genau dann der Fall ist wenn mehr obere Niveaus |1).- besetzt
sind als untere Niveaus |1),-.
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Im thermischen Gleichgewicht ist das Verhéltnis der Besetzungswahrscheinlichkeiten beider Niveaus
durch die Boltzmannverteilung bestimmt:

BI2e) _
B(1).-) = (12.23)

und es folgt
B(|2)e-) < B(|1).-), (12.24)

so dass im thermischen Gleichgewicht der Laser nicht emittiert. Das wére im {ibrigen auch ein Wi-
derspruch zum ersten Hauptsatz der Thermodynamik, den wir im zweiten Abschnitt der Vorlesung
zu besprechen haben werden.

Das Erzielen einer Besetzungsinversion ist ein technisches Problem und wird dadurch gel6st, dass
man dem Elektronensystem stindig Energie zufiihrt, es also pumpt. Zusétzlich arbeitet man nicht
mit einem Zweiniveausystem sonder mit mindestens drei Niveaus, besser noch mit vier Niveaus.
Wir zeigen das Pumpen eines Vierniveausystems in Abb.

B(|4>,)

l B(13>)

T 14]  hoy

12>, Y B(2>)

hao,,

1>, B(/1>,)

Abbildung 12.4: Zyklischer Pumpvorgang in einem Vierniveaulaser

Elektronen werden durch aktives Pumpen aus dem Grundzustand |1).- in den obersten angeregten
Zustand [4).- mit einer Rate 71741 gepumpt und regen sich dann iiber eine Kaskade ab bevor sie
zum Grundzustand zuriickkehren. In einem stationdren Zustand verdndert sich die Besetzung der
Zusténde nicht mehr, so dass die Bevolkerungsrate und Entvolkerungsrate sich gegenseitig aufheben

0=——= =3 | B(lj)e- 7" = Blli)e- )75, (12.25)
j Zufluss Abfluss

Der Grundzustand lasst sich durch Pumpen nicht so stark entvolkern das Besetzungsinversion
zwischen dem Niveau |2).- und [1).- eintritt. Die Relaxationszeiten 75" und 75, sind in der Regel
verschieden. Dann tritt eine Besetzungsinversion durch Pumpen entweder zwischen den Niveaus
|4)- und |3).- oder zwischen |3).- und |2).- auf, je nachdem welche der beiden Raten langsamer
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o
aktives Medium QOQ T

100% Spiegel 99% Spiegel

Abbildung 12.5: Aufbau eines Lasers

ist. Zwischen den beiden Niveaus mit der langsamen Rate tritt Besetzungsinversion auf, und diese
beiden Niveaus kénnen zum Lasen benutzt werden.

Abb. wiederholt die Abb. [7.6]und zeigt den Aufbau eines Lasers. Im aktiven Medium wird der
stationdre Elektronenstrom durch die vier Niveaus angeworfen, mit dem Spiegeln selektiert man die
Wellenldnge und die Richtung des Wellenvektors, mit dem Brewsterfenster die Polarisation der zu
verstdrkenden stehenden Welle, die stimuliert emittiert werden soll. Einer der beiden Spiegel lésst
einen kleinen Teil des Laserlichtes entweichen, welches dann als Laserlicht genutzt wird.
Wesentlich fiir das Funktionieren eines Lasers ist also der bosonische Herdentrieb, der die Photonen
iiberzeugt in einen makroskopischen Zustand mit Energie fuww, Wellenvektor £k und Polarisation
A = p zu kondensieren. Die hierzu notwendige Energie wird von den Elektronen bereitgestellt,
wenn sie von einem hoheren Zustand |é).- mit Besetzungsinversion B(|i),-) > B(|j).-) in einen
tieferenergetisches Niveau |j).- fallen, so dass die Energie aus dem Elektronensystem ins Photonen-
system flieft und nicht umgekehrt. Die Spiegel selektieren den Wellenvektor, das Brewsterfenster
die Polarisation, die stimuliert verstirkt werden soll.

12.3 Ubungen

12.3.1 Auflésungsvermogen beines Prismenspektrometers

Es soll das Auflosungsvermogen eines Prismenspektrometers ermittelt werden. Das Prisma habe die
Basisbreite B und den Prismenwinkel v Die einfallende monochromatische Strahlung der Wellen-
linge A passiert das Prisma im symmetrischen Durchgang.
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Abbildung 12.6: Hauptstrahlengang im Prismenspektrometer

In diesem Fall gilt sin VT'HS =mnsin 3.

o Wie sieht das Fraunhoferbeugungsbild als Funktion des Winkels 04+ dd praunhofer aus? Nehmen
Sie als Breite des Beugungsbildes den Abstand dépraunhoferminimum zum ersten Interferenz-
minimum.

o Jetzt werde zuséatzlich Strahlung der Wellenldnge A + d\ eingestrahlt. Berechnen Sie die Ver-
schiebung dd,y zwischen den beiden Intensitdtsmaxima beider Spektrallinien.

e Wann koénnen beide Spektrallinien voneinander getrennt werden?

Geben Sie einen Ausdruck fiir das Auflosungsvermogen dA/A als Funktion der geometrischen und
dispersiven Eigenschaften des Prismas an.
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Kapitel 13

Optik in Kristallen

In dieser Vorlesung besprechen wir die Optik von Kristallen, in denen die Dielektrizitatskonstan-
te durch einen anisotropen Tensor beschrieben wird. Wir unterscheiden uniaxiale Kristalle von
biaxialen Kristallen. Uniaxiale Kristalle sind prolat oder oblat. In Kristallen unterscheidet sich in
der Regel die Richtung und Groéfle der Phasengeschwindigkeiten und Gruppengeschwindigkeiten
fir die zwei Polarisationen. Im uniaxialen Fall gibt es eine Form der Polarisation, die ordentliche
Polarisation, fiir die beide Geschwindigkeiten doch tibereinstimmen und eine isotrope Richtungsab-
héngigkeit haben. Fiir die auerordentliche Polarisation unterscheiden sich beide Geschwindigkeiten
und hédngen von der Richtung ab. Bei biaxialen Kristallen sind die Phasengeschwindigkeiten beider
Polarisationen anisotrop und damit richtungsabhéngig. Wir besprechen die Doppelbrechung und
die konische Brechung und besprechen deren Anwendung in Polarisatoren und Phasenpléttchen.

149
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13.1 Phasengeschwindigkeit und optische Achsen
Wir wiederholen die Wellengleichung fiir dielektrische Medien:

(€ (w)w® + kkc® — k*c*1] - E =0 (13.1)

wobei jetzt

€r(W)=| €y €yy €y (13.2)

die relative Dielektrizitdtskonstante zu einem symmetrischen Tensor wird. Wir dividieren Gleichung
durch k?c?, definieren den Einheitsvektor k = k/k und erhalten

KET(QU):;—ﬂ)M%I%} "E=0 (13.3)

C

Wir benutzen die Phasengeschwindigkeit
v, (k) = —k (13.4)

bringen den dielektrischen Tensor in Hauptachsengestalt

€1 0 0
ew)=1 0 e 0 (13.5)
0 0 €3

wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass €; < €5 < €3. Wir schreiben
Gleichung [T3:3] um mittels der Hauptachsenphasengeschwindigkeiten

mit v; > vy > v3 sowie der Phasengeschwindigkeit in beliebige Richtung 'vp(l%) und finden

2,2
v, —v]

K
0 % o |+kk|-E=0 (13.7)

2 2_ 2

0 0

3

Gleichung [13.7] ist von der Gestalt M - E = 0. Wir suchen eine nicht triviale Losung bei der
E +# 0 das elektrische Feld nicht verschwindet und miissen deshalb fordern, dass die Determinante
det(M) = 0 der Matrix verschwindet.
Nach einiger Rechnerei fiihrt dies auf die Dispersionsrelation

K k3 K
R R a— R 5 =0, (13.8)

— _ 2 _
VT ’Up V5 ’Up U3

Up

die angibt welche Phasengeschwindigkeit v, in welche Richtung vorliegt.
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uniaxial prolat biaxial uniaxial oblat

Vq,V2,V3=2,2,1 V4,V2,V3=2,1.75,1 V4,V2,V3=2,1.25,1 V4,V2,V3=2,1,1

Abbildung 13.1: Die Phasengeschwindigkeiten v;, und v}, als Funktion des normierten Wellenvek-

tors k fiir die Situation vy > vy > v3. Beachten Sie die Phasengeschwindigkeit in die Richtung 3
sind v, = 4v; und v, = vy.

Gleichung 1Bt sich als quadratische Gleichung in v% umschreiben und hat deshalb vier Lo-

~

sungséste +v), und +v,, die wir so wihlen, dass v, (k) < v, (k). Sind zwei der Hauptachsenpha-
sengeschwindigkeiten von v, ve, vs identisch so bezeichnen wir den Kristall als uniaxial. Sind alle
Hauptachsenphasengeschwindigkeiten verschieden ist der Kristall biaxial. Im uniaxialen Fall be-
zeichnen wir die nichtentartete Achse als die optische Achse des Kristalls. Fiir einen prolat un-
iaxialen Kristall ist der nichtentartete Wert der Hauptachsenphasengeschwindigkeit vy < vo = v
kleiner als die beiden entarteten Hauptachsenphasengeschwindigkeiten. Fiir einen oblat uniaxialen
Kristall ist der nichtentartete Wert der Hauptachsenphasengeschwindigkeit v1 > v = v3 grofler als
die beiden entarteten Hauptachsenphasengeschwindigkeiten. Die Phasengeschwindigkeiten in den
Hauptachsenrichtungen sind

v, (k = +e;) = tus v, (k+ = e1)" = +vy
’Up(i;i = :t62)/ = :l:’U3 Up(lzi = :I:eg)” = :|:’Ul
vk = te3) =4vy  w,(k=te3)” = +u. (13.9)

Im prolat uniaxialen Fall ist die Fliche v;/ (k) eine Kugeloberfliche, die an der optischen Achse

~

entlang e3 die weiter innen liegende Kurve vy, (k) beriihrt (Abb. . Aufler an der optischen
Achse ist v;’ strikt groBer als v]’o. Wenn wir die Hauptachsenphasengeschwindigkeit vo langsam von
v1 nach v3 wandern lassen, spaltet die optische Achse in zwei optische Achsen in der +e;, e3-Ebene
in die Richtungen

. 1 v} —v3

k — 0 (13.10)

opt. A. — 3 3
VI T\ £/v3 — 03

auf. Die beiden Kurven v;,(k) und v;/ (k) bilden an den optischen Achsen kegelférmige Einstiilpun-
gen, mit der einen Kegelseite der einen Kurve und der anderen Kegelseite der anderen Kurve. Keine
der beiden Kurven ist eine Kugeloberflache. Beide optischen Achsen verschmelzen zu einer optischen
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Achse sobald die mittlere Hauptachsenphasengeschwindigkeit bei der niedrigsten Hauptachsenpha-
sengeschwindigkeit vo = v3 angekommen ist. Jetzt ist die innere Kurve vz’) eine Kugeloberflache
und der Kristall ist oblat uniaxial. Fiir beide uniaxiale Félle bezeichnen wir die zur kugelférmigen
Phasengeschwindigkeit gehérende Polarisation als die ordentliche Polarisation und die andere Po-
larisation als die auflerordentliche Polarisation. Die Polarisationsvektoren des elektrischen Feldes
stehen als Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten E'(k) - E”(k) = 0 senkrecht aufeinander.
Jede Kurve v;(lz:) und vy (k) haben genau eine definierte Polarisation, auBer an den konischen Be-
rithrungspunkten an denen beide Eigenwerte entartet sind. Wenn wir beide Oberflichen mit den
Polarisationsvektoren frisieren, muss aus topologischen Griinden auf einer in eine Kugel deformier-
baren Oberfliche mindestens zwei Defekte auftreten. Diese Defekte liegen natiirlich genau an den

konischen Punkten der Flache wo die Polarisation aufgrund von Entartung nicht definiert ist.

13.2 Gruppengeschwindigkeit und externer Poyntingvektor

In der Abwesenheit externer Ladungen und Stréme haben wir in Vorlesung [3| die Energieerhaltung

als
8“69:75

ot
geschrieben. Im Fourierraum lautet Gleichung[13.11

+V S =0 (13.11)

—iwuewt + ik - Sewt =0 (1312)

wobei w = w(k) die Dispersionsrelation erfiillen muss. Wir bilden den Gradient der Gleichung|13.12
beziiglich k und erhalten

Vk (—’L'LU(k)ert + Zk? . Sewt) = 0

Uextvkw(k) —1-S¢: =0 (1313)
SEI

View(k) = = ! (13.14)
ext

Die Gruppengeschwindigkeit der Welle ist

Sext_EXH

vgr:ka(k):u + o E-D

(13.15)

Wir nehmen wieder an dass D = €,.- E gilt mit einem frequenzunabhéngigem dielektrischen Tensor

(fi% = 0. Dann koénnen wir die Dispersionsrelation mit der vom Betrag des Wellenvektors unabhén-

gigen Phasengeschwindigkeit ausdriicken
e
w(k) —{ v, (k) (13.16)

Wir fithren den Einheitsvektor
(13.17)
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ein. Die zu jeder Polarisationsmode gehérende Gruppengeschwindigkeit ist dann

Vg (3(k)) = vg:(3)3 (13.18)

= Viw(k) = v,(k)Vik + kV v, (k) - Vik (13.19)
= kv, (k) + Vv, (k) - (1 — kk) (13.20)

=v,(k) + Viup(k) - (1—kk) (13.21)

Projektor senkrecht zu k

eine Funktion des Einheitsvektors § in Richtung des Poyntingvektors. Der Vektor Vfcvp(fc) liegt in

A

der Tangentialebene an die Fliache v, (k). Die Ebene
(k) = v, (k) + a(a x k) + B((a x k) x k) (13.22)

definiert eine Ebene senkrecht zu k durch den Punkt v, (k) deren Abstand vom Ursprung [v2 + a2 + (32
nur in zweiter Ordnung in «, 3 von dem Minimalabstand abweicht und somit keinen Vg -Gradient

besitzt. Aus diesem Grund muss der Vektor Vv, (k) senkrecht zur Schnittlinie der Tangentialebene

in v, mit der Ebene u liegen. Die Gruppengeschwindigkeit v, (8(k)) ist nur eine Funktion von k
weshalb eine erneute Differentation nach k nur Abweichungen zweiter Ordnung in Richtung der
Tangentialvektoren der Ebene u hervorruft (£ - Viya(k) = £ - Viga(lzz) - (1 — kk)). Das bedeutet
aber, dass die Ebene u Tangentialebene an die Fliche vg, (8(k)) ist.

uniaxial prolat biaxial uniaxial oblat

Normalg’an v',
Tangentialgbene an V',

V"p(ﬁ) W“;mg

Normale an v',
gentialebene an v

)=V ar(S)

>

optische Ach"e

VoK)=V (8)

(]
=]
=
]
[e]
=
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>
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Abbildung 13.2: Die Phasengeschwindigkeiten v}, und v, und die Gruppengeschwindigkeiten vy,
und vy, fiir den uniaxial prolaten , den biaxialen und den uniaxial oblaten Fall, aufgetragen in
de e, es-Ebene. Sobald die Kurve der Phasengeschwindigkeit kein Kreis um den Ursprung ist,

unterscheidet sich die Richtung der Phasen und Gruppengeschwindigkeit zum selben Wellenvektor.

In Abb. zeigen wir die Phasen und Gruppengeschwindigkeiten beider Polarisationen fiir den un-
iaxial prolaten, den biaxialen und den uniaxial oblaten Fall. Die Fliche vg, (5(k)) ist die Einhiillende
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der Fliche v, (k). Sie beriihrt alle Normalebenen zu v, (k). Die Fliche v, (k) ist die Fupunktfliche
7u vy, (8(k)), sie besteht aus allen Punkten der Tangentialebenen an vy, (5(k)) die zum Ursprung
den jeweils kiirzesten Abstand haben. In Abb. [I3:2] haben wir fiir jeden Fall eine Tangentialebene
eingezeichnet. In der ey, e3-Ebene ist fiir alle Félle eine der Phasengeschwindigkeitskurven ein Kreis
fiir den Normalebene und Tangentialebene das selbe sind. Fiir kugelférmige Fléachen zeigen deshalb
Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit in dieselbe Richtung. Im uniaxialen Fall gibt es
zu jeder Polarisation und Phasengeschwindigkeit genau eine Richtung der Gruppengeschwindigkeit
dieser Polarisation und umgekehrt. Dies ist im biaxialen Fall nicht mehr richtig. Zur inneren Pha-
sengeschwindigkeit 'v; gibt es zwei Werte, die zu einer Gruppengeschwindigkeit v’gr(é) in dieselbe
Richtung fithren. Fiir die grofere Phasengeschwindigkeit v!/ fehlen die Richtungen der Gruppen-
geschwindigkeit, die fir v; doppelt vorkamen. In Abb. sind die doppelt vorkommenden bzw.
fehlenden Gruppengeschwindigkeitsrichtungen eines biaxialen Kristalls als griin schattierte Berei-
che eingetragen. Die Randkurve zwischen grofierer Gruppengeschwindigkeit vy, (8) und kleinerer
Gruppengeschwindigkeit vz’gr(é) liegt in der gemeinsamen Tangentialebene. Die vom Rand begrenz-
te plane Facette steht auf die Phasengeschwindigkeit im Konus senkrecht und der e; néchste Punkt
des Facettenrandes liegt auf der optischen Achse. Nahert sich die duflere Phasengeschwindigkeit
'v’g'r(&) der optischen Achse so ndhern sich die zugehorigen Gruppengeschwindigkeiten dem Rand
der Facette. Wir werden in Abschnitt besprechen welche Auswirkungen dies fiir die Brechung
an biaxialen Kristallen hat.

13.3 Doppelbrechung

Wir wollen ein aus dem Vakuum unter einem Winkel 1; auf eine Oberfliche ¥ eines anisotropen
Kristalls eintreffenden Strahl im Kristall weiterverfolgen. Sowohl im Vakuum, als auch im Kristall
lauft die Energie entlang des Poyntingvektors. Im Vakuum ist die Richtung des Poyntingvektors
identisch mit der Richtung des Wellenvektors. Im Kristall sind beide Vektoren in unterschiedliche
Richtungen und héngen zusétzlich auch von der Polarisation ab.

Vakuum Kristall

]

///9(\

Abbildung 13.3: Doppelbrechung am anisotropen Kristall

Wir bezeichnen mit n den Normalenvektor auf die Ebene ¥. Das Problem ist translationsinvari-
ant beziiglich Verschiebungen entlang der Grenzfliche. Es ist deshalb die Parallelkomponente des
Wellenvektors erhalten

kj=(1-nn) k=(1L-nn) k (13.23)
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Im Vakuum gilt v}, = ¢ > v),, v/ und |k; x n| = sin¥;. Wir tragen die moglichen inversen Phasen-
geschwindigkeiten fiir den uniaxialen prolaten Fall

Yk, “ic k und —~ )fc (13.24)

in der von k und n aufgespannten Ebene auf.

v"p(ﬁ =v”gi(S)
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Abbildung 13.4: Konstruktion der ordentlichen Strahlrichtung v’gfr und der auflerordentlichen
Strahlrichtung vy, eines mit dem Winkel ; einfallenden Strahls aus dem Vakuum auf einen un-
iaxialen prolaten Kristall.

Die Ebene ¥ und deren Normale durch den Ursprung zeichnen wir in das Diagramm ein. Der ein-
fallende Strahl mit inverser Phasengeschwindigkeit k; /c fallt unter dem Winkel ¢; ein und liegt auf
der inversen Phasengeschwindigkeitskugel k /c. Wir zeichnen eine weitere Normale auf die Ebene ¥
durch die einfallende inverse Phasengeschwindigkeit. Diese schneidet die inversen Phasengeschwin-
digkeiten v;,(fc) Jv? und v (k)/ v)? in jeweils einem Punkt auf der Kristallseite der Grenzflache.
Diese haben die gleiche Parallelkomponente des Wellenvektors. Wir zeichnen zwei radiale Linien
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durch den Ursprung durch diese beiden Schnittpunkte und suchen den Schnittpunkt beider Ra-
dialen mit den Kurven der Phasengeschwindigkeit gleicher Polarisation. Fiir die ordentliche Welle
vy (k) = vy, (8) sind wir fertig da fiir sie Phasen und Gruppengeschwindigkeit iibereinstimmen.
Auf die gefundene Phasengeschwindigkeit v;(k) konstruieren wir die Normalfliche und suchen den
Beriihrungspunkt mit der Gruppengeschwindigkeitsfliache v’gr(é) und haben auch hier die Richtung
des Strahles gefunden. Wir sehen, dass die Richtung beider Strahlen wesentlich komplizierter zu

finden sind als bei isotropen Medien.

A

13.4 Konische Brechung

Ein besonderer Fall der Brechung, die konische Brechung, tritt dann auf wenn wir einen biaxialen
Kristall so schleifen, dass seine beiden parallelen Oberflichen senkrecht zu einer der beiden optischen
Achsen des Kristalls verlauft. Bei senkrechtem Einfall bleibt der k-Vektor auch nach Eintritt in den

Kristall senkrecht zur Oberfliche und die beiden miteinander entarteten Phasengeschwindigkeiten

v}, = vj werden im konischen Beriihrungspunkt getroffen (Abb. [13.5)).

Tangenua\ebene

optische Achse

Abbildung 13.5: Phasen und Gruppengeschwindigkeit bei konischer Brechung.

Im Beriihrungspunkt gibt es unendlich viele Tangentialebenen an v, und damit auch unendlich viele
Werte fiir Vfcvp(lzz) und zu l%opt_ Achse gehort ein ganzer Kegelmantel von Strahlrichtungen vy, die
alle an den Facettenrand zwischen vy, und vy, gerichtet sind. Die Energie des Strahles liuft im
Kristall auf dem Kegelmantel auseinander und wird nach passieren der zweiten Oberfliche wieder
entlang der Ursprungsrichtung vor dem Kristall gebeugt, so dass ein Hohlzylinderstrahl entsteht
(Abb. [3.6).

Beachten Sie, dass konische Brechung nur bei biaxialen , nicht bei uniaxialen Kristallen auftritt,
da bei uniaxialen Kristallen sich die beiden Phasengeschwindigkeitsoberflichen beriihren und nicht
konisch schneiden. Bei uniaxialen Kristallen stimmen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit im Be-
rithrungspunkt entlang der groflen bzw. kleinen Hauptachse iiberein und es gilt V fcvp(fc) = 0. Der
Konus hat dann einen verschwindenden Offnungswinkel. Der Strahl wird nicht zum Hohlstrahl.
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optische Achse

Biaxialer Kristall

Abbildung 13.6: Erzeugung eines Hohlstrahls mit einem biaxialen Kristall.

13.5 Das Nicolsche Prisma als doppelbrechender Polarisator

Abbildung 13.7: Strahlengang durch ein Nicolsches Prisma

Ein Nicolsches Prisma besteht aus zwei doppelbrechenden Prismen aus Kalzit gleicher Form, die um
7w gedreht miteinander durch Kanadabalsam miteinander verbunden sind. Die Stirnflache schlief3t
einen Winkel ~ 7/4 mit den Hauptachsen dieses uniaxial oblaten Kristalls ein, so dass an der
Stirnflaiche Doppelbrechung mit moglichst grofler Winkelaufspaltung auftritt. Die Kanadabalsam
ebene soll moglichst senkrecht zur optischen Achse sein, so dass die Phasengeschwindigkeiten beider
Strahlen moglichst verschieden sind. Fiir die mit Kanadabalsam getrédnkte Kontaktfiche mit dem
Tangentenvektor tp,isam gilt die Beziehung

’
v I 2 1
,Kalzit ~ "Balsam
Lot > , (13.25)
Up,Kalzit Up,Balsam

und der senkrecht zur optischen Achse es polarisierte Strahl wird deshalb an der Kanadabalsam
Oberfliche total reflektiert. Fiir den Strahl mit groer Gruppen und Phasengeschwindigkeit gilt

"
vp,Kalzit - tBalsam < 1

12 9
Up Kalzit Up,Balsam

(13.26)



158 KAPITEL 13. OPTIK IN KRISTALLEN

weshalb dieser Strahl durch das Balsam hindurchdringt und p-polarisiert den Kristall verldsst. Man
erreicht mit diesen Prismen Extinktionskoeflizienten von

S

€= t;ansmittiert ~ 10—4. (1327)
Itransmittiert
wobei der Extinktionskoeeffizient als das Verhéltnis zwischen eigentlich vollstdndig zu blockender

falschen s-polarisierter Intensitat zur erwiinschten p-polarisierten Intensitat definiert ist.

13.6 Soleil Kompensator

Abbildung 13.8: Einstellen der Phasenverschiebung zweier Polarisationen mit dem Soleil Kom-
pensator.

Ein Soleilkompensator besteht aus zwei uniaxial oblaten Kristallen deren optische Achsen senkrecht
zum Strahlengang und senkrecht zueinander angeordnet sind. Der erste Kristall ist in zwei Prismen
zerschnitten, so dass die Dicke hy des Kristalls durch Verschieben der Prismen justiert werden kann.
Beim Durchgang durch beide Kristalle lauft jeder Strahl einmal mit grofler und einmal mit kleiner
Phasengeschwindigkeit. Die relative Phasenverschiebung beider Polarisationen ist dann

5— 27”(713 — 1) (b1 — ho) (13.28)

und kann beliebig eingestellt werden. Ein Phasenverschiebung von 6 = 7 bezeichnet man auch als
A/2 Pléattchen und eine Phasenverschiebung von ¢ = 7/2 bezeichnet man auch als A/4 Plattchen.
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13.7 Ubungen

13.7.1 Nicolsches Prisma

Informieren Sie sich iiber die optischen Eigenschaften von Calzit.

Ist Calzit isotrop, uniaxial oder biaxial?

Wie héingen der ordentliche und auflerordentliche Brechungsindex von Calzit mit den Grofien
der Vorlesung (dielektrische Konstanten, Phasengeschwindigkeit) zusammen?

Sie wollen mit Calzit einen Polarisator (Nicolsches Prisma bauen), welchen Strahl miissen Sie
total reflektieren welchen transmittieren und warum nicht umgekehrt?

Wie wahlen Sie die Richtung der gekitteten Grenzfliche und warum?
Wie wéhlen Sie die Richtung der optischen Achse und warum?
Wie wéhlen Sie die Richtung der Frontalfliche und warum?

Sie sollen ein Nicolsches Prisma aus einem biaxialen Kristall bauen. Wie miissen Sie in diesem
Fall die optischen Achsen legen?

Gibt es in diesem Fall auch einen ordentlichen und auflerordentlichen Strahl?

13.7.2 Konische Refraktion

Lesen Sie die Publikation von V. Peet und erklaren Sie das Ziel des Experimentes. Wozu sind die
einzelnen Komponenten des Aufbaus in Figur 1 der Verdffentlichung da?
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Kapitel 14

Gleichgewichtsthermodynamik

In dieser Vorlesung besprechen wir das thermodynamische Gleichgewicht als einen von den Erhal-
tungsgrofen und Zwangsbedingungen abhéngigen aber von sonstigen Anfangsbedingungen unab-
héngigen Grenzzustand der sich nach langen Zeiten einstellt. Dieser thermodynamische Gleichge-
wichtszustand kann unabhéngig von der Dynamik der Relaxation ins Gleichgewicht durch Maxi-
mieren der Entropie gefunden werden. Die Entropie ist eine extensive Grofle, die bei festgehaltener
innerer Energie, Teilchenzahl und Volumen einem Maximum zustrebt. Wir fithren konjugierte ther-
modynamische Variablen ein, und besprechen das ideale Gas ohne interne Freiheitsgrade. Wir fithren
den reversiblen Prozef} als einen Grenzfall realer Prozesse ein, stellen die Carnotmaschine vor und
konstruieren daraus ein Verfahren zur Messung der absoluten Temperatur. Wir besprechen den
Unterschied zwischen empirischer und absoluter Temperatur.

161
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14.1 Thermodynamik

Wir betrachten ein Federpendel welches von einem Gas umgeben ist (Abb. [14.1)). Die Masse
der Feder habe die makroskopische Koordinate X (¢), die Gasmolekiile haben die Koordinaten
x;(t),i = 1..10%. Wir beobachten, dass die Masse in eine Gleichgewichtslage relaxiert, die fiir
jedes Experiment wieder die gleiche Position ist.

tliglo X(t) = Xeq (14.1)
In Folge der Stofle der Gasmolekiille kommt das Pendel nie zur Ruhe sondern fithrt thermische
Fluktuationen um die Gleichgewichtslage durch. Die Position der Gasmolekiile nach einiger Zeit
@;(t — o0) sind jedoch fiir jedes Experiment verschieden.

i) e X()

X(t)
Xeq
>
t
xi(t)
>

Abbildung 14.1: Zwei Experimente zur Bewegung eines Federpendels in einem Gas mit gleichen
makroskopischen Anfangsbedingungen (griin und rot). Das Pendel fiihrt eine systematische Relaxa-
tion in die Gleichgewichtsposition durch, der aber noch thermische nicht korrelierte Fluktuationen
in Folge der Stofle der Gasmolekiile {iberlagert sind. Die Positionen der Gasmolekiile sind nach
kurzer Zeit nicht mehr korreliert und in jedem Experiment verschieden.

Wir bezeichnen X als eine makroskopische Variable und x; als eine mikroskopische Variable deren
exakter Wert unvorhersagbar ist. Die Kraft auf die Masse ist

F=—-kX—-X.)+ fcas (14.2)
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und wird durch die Feder der Federkonstante k ausgeiibt und auch durch die Gasmolekiile die mit
der Masse stoflen. Im Gleichgewicht verschwindet im Mittel die Kraft auf die Masse

0= (F) = ~K{(X) ~ Xeq) +{faq.) (14.3)

und wir finden daraus die Gleichgewichtsposition
(X) = X, (14.4)

Mit den Klammern () bezeichnen wir die Mittelung iiber viele Experimente.

Makroskopische Variablen relaxieren also zu einem Gleichgewichtswert, der nicht mehr von der An-
fangsbedingung abhangt. Da die Gleichgewichtswerte X ., von der Vorgeschichte unabhéngig sind,
sollte es auch eine theoretische Beschreibung (unabhéngig von der Dynamik) geben, die voraussagen
kann, was diese Gleichgewichtswerte sind. Eine theoretische Beschreibung, die genau dieses leistet
ist die Thermodynamik.

Die makroskopischen Gleichgewichtsgrofien X, sind oft Erhaltungsgrofen, die wir extern (von
auflerhalb des eigentlichen Systems) kontrollieren kénnen. Ein wichtiges Beispiel einer solchen Er-
haltungsgrofie ist die innere Energie X., = U, die die Gesamtenergie des Systems bezeichnet. Im
Gegensatz zur mechanischen Energie E = $mv? + $k(X.q — X)? des Pendels aus Abb. bezeich-
nen wir mit U die Energie aller Freiheitsgrade des Systems also auch die Energie der Gasmolekiile
sowie die in einer makroskopischen Beschreibung iibersehene Bindungsenergie und kinetische Ener-
gie der Elementarteilchen die zu der Masse der Feder zusammengebunden sind.

Weitere Gleichgewichtsgrofen sind die Anzahl der Mole eines Stoffes X., = n die das System
aufbauen. Wir benutzen hier die Abkiirzungen der chemischen Literatur, die statt der Anzahl der
Teilchen N, auf die Anzahl der Mole n = N/N4 normierte Grofien benutzt.

Erhaltungsgréfien tauchen auch auf als &uflere Zwénge wie zum Beispiel das Volumen X, = V eines
Systems, dafl zum Beispiel durch die Wande eines Containers dem System aufgezwungen wird.
Das System im thermodynamischen Gleichgewicht ist in einer speziellen physikalischen Situation,
wenn man es mit einem Nichtgleichgewichtsystem vergleicht, welches denselben dufleren Zwéngen
unterliegt. In der Mathematik kénnen wir speziell durch extremal bzw. maximal iibersetzen. Es mufl
also eine Funktion S(X) geben, so dafl S(X.,) > S(X) seinen Maximalwert im thermodynamischen
Gleichgewicht annimmt.

Wir wollen eine additive Funktion .S, d.h. haben wir zwei Systeme mit inneren Energien U;, Teilchen-
zahlen n; und Volumina V;, i = 1, 2, so ist dessen Gesamtfunktion die Summe der Einzelfunktionen

S(U=U14+Uz,n=mn1+n2, V=V, + V) =5(Ur,ni, Vi) + S2(Uz, n2, V2) (14.5)

Beachten Sie, dass beim zusammenfiigen des Systems zu einem Gesamtsystem wir die Kontrolle {iber
die GréBen U, n; und V; aufgeben und nur noch die gesamtinnere Energie U, die Gesamtteilchenzahl
n sowie das Gesamtvolumen V extern kontrollieren. Die innere Energien, Teilchenzahl und Volumina
koénnen sich bei erhaltener Gesamtenergie, Teilchenzahl und Volumen untereinander austauschen.
Damit werden die entsprechenden Groflien Uy, nq, V4 zu Nichtgleichgewichtsgroflen und die Gréfien
Uy,=U—-U;,npo =n—n1,Vo =V —V; zu von den Groflen des ersten Systems abhéngige Grofen.
Uns interessiert aber das thermodynamische Gleichgewicht des Gesamtsystems mit der Funktion

Sle(Ul,nl,VQ—l-Sg(U—Ul,n—nl,V—Vl) (146)
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welche bei den Groflen Uy = Uj eq, N1 = Ni,eq; V1 = Vi1,¢q maximal zu werden hat.

o5 _ 05 _ o
8n1 6V1
95, | 05 dU,
oUu; 90U, dUy
95 98 _
ou; 90U,
98 _ 9%
8’/11 8712
05, 08y _
oV, 0V

thermisches Gleichgewicht

mechanisches Gleichgewicht

o5 _
oU,
o5 _
oU;
s _
8111 o
s _
oV,
Wir sagen, das Gesamtsystem sei im thermischen Gleichgewicht sofern
951 _ 95,
U, U,
im mechanischen Gleichgewicht sofern
981 9Sy
8\/1 _ 6V2
981 — 95»
8U1 BUQ

im chemischen Gleichgewicht sofern

951 9S3

6n1 _ 8”2
951 — 95
oU, oUsy

gilt.

chemisches Gleichgewicht

(14.7)
(14.8)
(14.9)
(14.10)

(14.11)

(14.12)

(14.13)

(14.14)

Eine besondere Situation tritt ein wenn das System 2 sehr viel grofler ist als das System 1. Wir
sprechen dann vom System 2 als dem Reservoir. Die Verdnderungen im System 1 bewirken dann
marginale relative Verdnderungen des Reservoirs, wihrend das System 1 ins thermodynamische
Gleichgewicht relaxiert. und die Ableitungen des Reservoirsystems bleiben bei der Relaxation un-

verandert:

95-

Uy
9So
ony

" 1
= const = —
T

W

= t = ——
cons T

p

= t= =
cons T

(14.15)
(14.16)

(14.17)
(14.18)

Die Groflen T, 1 und p sind Parameter des Reservoirs (des Systems 2) die die Mittelwerte (T") der
inneren Energie Uy, (p) des Volumens Vi, (u) der mittleren Teilchenzahl n;, des an das Reservoir

angekoppelten Systems 1 bestimmen.

Wir vergeben ab sofort die folgenden Namen:
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e S heifit die Entropie

e T heifit die Temperatur

e p heif3t der Druck

e 1 heift das chemische Potenzial

Sobald wir eine konstituierende Gleichung fiir die Entropie S(U, n, V') eines Materials haben, konnen
wir die zu den thermodynamischen Variablen U,n,V gehorigen konjugierten thermodynamischen
Variablen T, i1, p berechnen:

p= Tg—i (14.19)
1
EE
oU
o= —Tg—s (14.21)

n

T = (14.20)

14.2 Das ideale Gas ohne interne Freiheitsgrade

Das ideale Gas von Massenpunkten ohne interne Freiheitsgrade hat die konsituierende Gleichung

V[ armU \*?
— 5/2 14.22
niNy <3nNAh2> ‘ ( )

S(U,n,V)=8T(U,n,V)=Rnln

Gleichung heifit Sackur-Tetrode Gleichung mit den Parametern
e m, der Masse der Gaspartikel, bzw. M = mN 4 dem Molekulargewicht der Gaspartikel
e N4 =6.02310>mol~! der Avogadrokonstante oder der Loschmidtschen Zahl
e h=6.610"3*Js der Planckkonstante
e R= Njkp = 8.3147JK 'mol~! der von dem Material unabhiingigen idealen Gaskonstante

Die Sackur Tetrode Gleichung [I4:22] 148t sich mittels der statistischen Mechanik aus der Quan-
tenmechanik herleiten und enthélt die mikroskopischen Details m, h, N4 des Gas Materials. Wir
benutzen die Sackur-Tedrode Gleichung zur Berechnung des Drucks im Gas

@TﬁR Ta[an—HnRest} _ RnT

="Tgy; = Bn FYa v (14.23)
und finden so die thermische Zustandsgleichung eines idealen Gases:
pV =nRT. (14.24)
Wir berechnen die inverse Temperatur des idealen Gases
1z 08 w2, 0 [In U*? +InRest’] _ 3 ,0mU _3nR (14.25)

oU oU 2 ou 20U
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und finden so die kalorische Zustandsgleichung

U= gnRT. (14.26)

Schlie3lich berechnen wir das chemische Potenzial des idealen Gases:

12T —Tg—i (14.27)

M2 _1pyy, % (M)m 32| RTnE% [lnn_5/2 +In Rest”] (14.28)
Y B e R T e

w=RT1In % (W)g/z (14.30)

Wir konnen aus der Entropie S(U,n,V) alle thermodynamischen Eigenschaften des idealen Ga-
ses berechnen. Beachten Sie dass wir aus der thermischen Zustandsgleichung die kalorische
Zustandsgleichung nicht ableiten konnen. Die vollstandige Beschreibung des Systems erfolgt
iiber die Entropie S(U,n, V), weshalb die Entropie auch als thermodynamisches Potenzial zu den
natiirlichen Variablen U,n,V bezeichnet wird. Es ist ebenfalls nicht moglich alles aus der Entro-
pie abzuleiten, wenn diese nicht in ihren natiirlichen Variablen, sonder mit anderen variablen z.B
S(T,V,n) ausgedriickt werden. Die Variablen U, n; V heiflen deshalb die natiirlichen Variablen der
Entropie S.

14.3 mechanisches Gleichgewicht zwischen zwei Gasen

-O_
uelquia|\
©

Abbildung 14.2: Zwei durch eine Barriere getrennte Container unter den Driicken p; und ps.

Wir betrachten zwei Gase die durch einen verschiebbare Barriere voneinander getrennt sind (Abb.
114.2). Ist der Druck im ersten Container grofer als im Zweiten p; > po, so wird die Barriere nach
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rechts gedriickt. Ist der Druck im ersten Container kleiner als im Zweiten p; < po, so wird die
Barriere nach links gedriickt. Herrscht in beiden Containern der gleiche Druck p; = p2 so sind die
beiden Gases im mechanischen Gleichgewicht. Im mechanischen Gleichgewicht gilt deshalb

~Vp=0 (14.31)
bzw. wenn zusétzlich eine externe Kraftdichte f_ , am Gas angreift die Beziehung
—Vp+ fexi = 0. (14.32)
Die externe Kraftdichte auf ein schweres Gas im Gravitationsfeld betragt
Fext = =pVUgrav (14.33)
und das mechanische Gleichgewicht lautet deshalb
VP pVUpras =0 (14.34)
In einem konstanten Gravitationsfeld der Erde mit Potenzial
Ugrav = 9% (14.35)

finden wir
—Vp(z) — p(z)ge, =0 (14.36)

Wir benutzen die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases [14.24] und formulieren diese um
indem wir mit Hilfe der molaren Masse M die Teilchendichte durch die Massendichte ausdriicken:

n n RT RT
p(z) = E(Z)RT = (VM)(Z)W = P(Z)ﬁ (14.37)
und finden damit
dp RT
_IPIT g = 14.
az: v P 0 (14.38)
bzw.
dp Mg
— =——=d 14.
p 7T % (14.39)
und nach Integration
P My
— = ——"2. 14.40
oo RT® ( )
Wir 16sen nach der Dichte auf und finden die barometrische Hohenformel
Mg
p = poe ET*. (14.41)

Eine barometrisch geschichtete Atmosphére ist also im mechanischen Gleichgewicht. Wenn wir von
einer Stickstoffatmosphiire My, = 28gmol~' ausgehen erhalten wir bei Zimmertemperatur eine
exponentiell Abfallshéhe der Grofienordnung RT/M g = 8km.
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14.4 Temperatur

Es gilt

S
T =22 14.42
7). 11

Wir betrachten zwei Container als Funktion der Nichtgleichgewichtsenergie Uy des ersten Containers
Abb.[14.3

S(Us) Sz(Uz)
05, 0S, 05, _0S,
ou; 0du, au, au,
S=S1+82
T<T, T,>T,
U1eq U1

Abbildung 14.3: Zwei durch eine energiedurchlissige Barriere getrennte Container der Entropien
S1 und S; und Gesamtentropie S; + Ss.

Falls die Temperatur des ersten Systems unter der Temperatur des zweiten liegt (77 < T») gilt
05/0U; > 0 und man relaxiert ins Maximum von S indem die Energie U; des ersten Systems
zunimmt. Im umgekehrten Fall (77 > T3) muss die Energie des Systems 1 U; abnehmen um S zu
maximieren.

Es gibt also einen Transfer von innerer Energie von einem zum anderen System. Der Transfer findet
statt vom heifleren System zum kélteren System. Die Temperatur eines Systems ist die Eigenschaft,
die die Richtung des Energieflusses von einem zum anderen System bestimmt.

Zwei Systeme sind im thermischen Gleichgewicht falls

=15t (14.43)

gilt, bzw.
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051\ S,
8U1> = 8U2> . (14.44)
Vn Vn

gilt fiir drei Systeme zusétzlich, dass

0S,\ S
8U2) - 8U3> . (14.45)
Vn Vn

so folgt, dass auch

05\ _ 0%
8U1) = 8U3> . (14.46)
Vn Vn

gilt, also falls Ty =15 und To =13 = T = T3.

Wir formulieren den Oten Hauptsatz der Thermodynamik:

Wenn ein System A mit einem System B im thermischen Gleichgewicht ist und das System B
mit System C im thermischen Gleichgewicht ist, so ist auch das System A mit dem System C im
Gleichgewicht.

Die Zeit, die beide Systeme benétigen um ins thermische Gleichgewicht zu relaxieren wird durch die
Nichtgleichgewichtsdynamik, die durch Transportkoeffizienten (die Warmeleitfahigkeit der Barriere)
gekennzeichnet ist, beschrieben.

Ist die von Warmeleitfahigkeit der Barriere bestimmte Relaxationszeit grofl gegeniiber den experi-
mentellen Zeiten sprechen wir von einer diathermischen Wand. Ist die Warmeleitfdhigkeit klein und
die Experimentierzeit kiirzer als die Relaxationszeit kann man die Barriere als thermisch isolierend
betrachten.

14.5 Der reversible Prozess

Bisher haben wir nicht definiert, wie die Entropie und wie die Temperatur gemessen werden.
Um zu einem Messprotokoll zur Messung der Temperatur zu kommen brauchen wir das Kon-
zept des reversiblen Prozesses. Wir wissen bereits aus fritheren Vorlesungen, wie wir die Anderun-
gen der inneren Energie messen. Um in die Lage zu kommen eine Temperatur oder Entropie zu
messen, muss es uns gelingen Verdnderungen der inneren Energie eines Systems durchzufiihren,
ohne das thermodynamische Gleichgewicht zu verlassen.

Eine plotzliche Anderung eines der Parameter S, U, n,V wird das System sofort aus dem Gleich-
gewicht bringen. Das System relaxiert danach in ein neues Gleichgewicht mit einer typischen Re-
laxationszeit 7. Werden die Verdnderungen der externen Parameter S, U, n,V sehr viel langsamer
durchgefiihrt als die typische Relaxationsrate 7= des Systems, so hat das System geniigend Zeit
in die jeweils neue Gleichgewichtslage zu relaxieren. Eine unendlich langsame Verédnderung fiihrt
dann sukzessive von einem thermodynamischem Gleichgewicht direkt ins Néchste. Verdnderungen,
die das thermodynamische Gleichgewicht nie verlassen, heiflen reversible Prozesse.

Fiir einen reversiblen Prozess, indem wir U(¢),n(t) und V(¢) zeitlich verdndern, konnen wir die
Entropie schreiben als

S(t) = Seq(U(t),n(t), V(2)) (14.47)



170 KAPITEL 14. GLEICHGEWICHTSTHERMODYNAMIK

und finden
dSrev 8Seq dUrev 8Seq dnrev 8Seq d‘/rev
= 14.4
it U ) a " on ) a v dt (14.48)
Vn Vn Vin
bzw. » u
=7! = — = 14.4
dSrev dUrev + Tdere'u Tdnre'u ( 9)
oder wenn wir nach der Anderung der inneren Energie auflésen
AUrey = —pdVyey + TdSrer + pdng ey (14.50)

Es gibt also verschiedene Moglichkeiten einem System innere Energie zu oder abzufiihren:
e FEnergietransfers in Folge der Verinderung des Volumens nennen wir die Arbeit dW = —pdV,.c,,
e FEnergietransfer in Folge Massentransfers heiflen konvektive Energieinderung 6 M = pudn, e,
« Energietransfers in Folge der Anderung der Entropie heien Wirme 6Q = T'dS,,

Gleichung [T£.50] heifit der erste Hauptsatz der Thermodynamik.

14.6 Der Carnot Prozef3

A Reservoir

S

|

|
i

o
.

_|
Adiabate
>
TdS=
=
stpl
<<
aleqelpy

Abbildung 14.4: Prinzip eines Carnotprozesses.

Eine Carnot-maschine (das System) arbeitet mit zwei Reservoiren, entnimmt dem heiflen Reservoir
Energie @y, in der Form von Wéarme und wandelt diese teilweise in Arbeit W um und teilweise in
Abwirme —@Q. um. In der physikalischen Idealform der Carnot Maschine gibt es neben der Ma-
schine (dem System) und den beiden anderen Reservoiren keine weiteren Subsysteme. Jeder Teil
(System oder die beiden Reservoire) ist zu jeder Zeit im Gleichgewicht weil der Prozefl reversibel
also unendlich langsam durchgefiihrt wird. Zunéchst ist die Maschine in Kontakt mit dem heiflen
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Reservoir bei hoher Entropie (Zustand 1 in Abb . Im Zustand 1 entkoppelt die Maschine vom
Reservoir und ist heifl. Weil die Warme von heifl nach kalt flieBen will besteht ein thermodynami-
scher Drang die Maschine in Kontakt mit dem kalten Reservoir zu bringen. Durch den Aufbau der
Maschine erlauben wir, dass dieser Schritt nur adiabatisch, d.h ohne Zufithrung von Wérme erfolgt.
Der Schritt erfolgt spontan ohne dass wir irgendetwas von auflen tun miissten. Die Maschine ist
also in Schwung (unendlich langsamen Schwung) gekommen. Der unendliche langsame Schwung
reicht aber aus die weiteren Schritte bis zuriick zur Position 1 durchzuhalten, die eigentlich nicht
spontan erfolgen. Wir bringen in der Position 2 die Maschine in Kontakt mit dem kalten Reservoir,
wo es seine Uberschusswiirme isotherm abgibt und dabei Entropie verliert. Im niedrig entropischen
Zustand zwingen wir die Maschine (aufgrund ihres unendlich langsamen Schwungs), das kalte Re-
servoir zu verlassen und entgegen dem thermodynamischen Drang von warm nach kalt zu flieflen,
zum heiflen Reservoir zuriickzukehren, ohne dabei Warme abgeben zu kénnen. Schliefllich lassen
wir die Maschine spontan und isotherm Wéarme von dem heiflen Reservoir aufnehmen und damit
wieder zu dem urspriinglichen hochentropischen Zustand 1 zurtickkehren. Der Schwung der Maschi-
ne héilt die Maschine auch in den thermodynamisch nicht spontanen Phasen am Laufen, kann aber
im reversiblen Grenzfall vernachléssigt werden.

In diesem reversiblen Grenzfall konnen wir die zu- und abgefiihrten Warmen mit der reversiblen
Definition der Warme ausrechnen:

Sa
Qn = / ThdS =Th(Se — S1) = TR AS (14.51)
S

1

ist die der Maschine vom heilen Reservoir zugefithrte Wérme,

S1
Q. = / T.dS = —-T.AS (14.52)
S.

2

ist die der Maschine vom kalten Reservoir zugefithrte Warme. die gesamte der Maschine zugefiihrte
Wiérme betragt deshalb

5QKreisprozeﬁ = Qh + QC = ATAS (1453)

Die innere Energie U(S,n,V) der Maschine ist eine Zustandsfunktion. Weil der Zustand 1 nach
dem Kreisprozess derselbe ist wie vor dem Kreisprozess gilt

0= AUKlreisprozeB = 5QKreisprozeﬁ + 6WKreisprozeB7 (1454)

wobei 0Wxkreisprozes = —ATAS die der Maschine zugefiihrte Arbeit ist. Wir haben alle Gréfien
aus der Sicht der Maschine definiert. Die von der Maschine an einem Verbraucher geleistete Arbeit
ist natiirlich —dW, und die an das kalte Reservoir abgegebene Warme ist —@Q).. Wenn die Carnot
maschine im Uhrzeigersinn umléuft nimmt sie Warme vom heilen Reservoir auf und wandelt diese
teilweise in Arbeit an einem Verbraucher um und gibt die aufgenommene Wérme teilweise wieder ab.
Wir unterscheiden Verdnderungen A X, die als Unterschied von X zwischen zwei Zustédnden definiert
sind von Verdnderungen d.X einer Groflie die nicht nur von Anfangs und Endpunkt sondern auch
vom Weg zwischen Anfangs und Endpunkt abhéngen. Warme und Arbeit sind keine Zustandsgréfien
sondern jeweils eine wegabhéngige Form der Energieiibertragung.

Als Energieeffizient bzw. Wirkungsgrad der Maschine bezeichnen wir das Verhéltnis der an den Ver-
braucher abgegebenen Arbeit —dWik eisprozes Zu der vom heiflen Reservoir aufgenommenen Wérme

Qhn:
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—6W; reisproze Ty — Tc Tc
Qn T Ty

Beachten Sie, dass zur Messung des Wirkungsgrades nur Energieverdnderungen, keine Entropien,
gemessen werden miissen. Beachten Sie weiterhin, dass das theoretische Ergebnis des Carnotwir-
kungsgrads (die rechte Seite von Gleichung ebenfalls keine Entropien, sondern nur Tempe-
raturen enthélt. Wir kénnen deshalb die Carnotmaschine dazu benutzen eine Materialunabhéngige
Definition der Temperatur festzulegen, wenn wir eine entsprechende Referenztemperatur kennen.
Beachten Sie ebenfalls, dass die Carnotmaschine keine leistungsfihige Maschine ist. Sie durch-
lauft den Kreisprozess unendlich langsam. Eine Maschine, die den Ingenieur erfreut maximiert
die Leistung P = —dWxyeisprozes/dt und ist keinesfalls eine reversible Maschine deren Leistung
P = —lima¢—y00 Wkreisprozes/At = 0 verschwindend gering ist.

Wir kommen zuriick zur Definition der absoluten Temperatur, die uns mit der Definition der Re-
ferenztemperatur ngo gelingt. Der Tripelpunkt des Wassers ist der Druck und die Temperatur,
bei dem die gasférmige, flissige und feste Phase von reinstem Wasser, dem keine weiteren Soffe
beigemischt sind miteinander koexistieren.

Die Temperatur des Tripelpunkts von Wasser betrégt per Definition

TH20 .= 27316 K (14.56)

Wir konnen die dem heiflen Reservoir entnommene Warme Q;, messen. Wir konnen die Arbeit —6W
messen. Also kénnen wir den Wirkungsgrad der Carnotmaschine messen. Wir wéhlen als eines der
beiden Reservoirs Wasser am Tripelpunkt, d.h. T, = thzo oder T, = 1}1:20, bauen uns daraus zum
Arger des Ingenieurs eine Carnotmaschine, messen deren Wirkungsgrad und bestimmen daraus die
absolute Temperatur des zweiten Reservoirs T. = (1 — 1) 729 oder Tj, = T/2° /(1 — ).

Unser absolutes Thermometer ist unabhéngig vom speziellen Typ der Carnotmaschine und unab-
héngig vom Material des zweiten Reservoirs, indem wir die Temperatur bestimmen wollen. Die
Form der Temperaturmessung ist fir den Alltagsgebrauch ziemlich unpraktikabel. Die Definition
der absoluten Temperatur hédngt davon ab

e von dem Konzept eines reversiblen Prozesses

e dem Maximum Entropie Prinzip

o der Referenztemperatur T2 := 273.16K die definiert werden muf.

Die Definition der absoluten Temperatur definiert auch die Messung der Entropie:

_ 5@7‘6’(}

as T

(14.57)

Wir koénnen jetzt sowohl die Entropie als auch die Temperatur absolut messen.

14.7 Empirische Temperatur

Die absolute Temperaturmessung ist theoretisch befriedigend, aber nicht besonders praktikabel.
Praktikable Messungen messen die empirische Temperatur ¢, z.B. {iber die lineare Ausdehnung
eines Quecksilberthermometers (Abb. [14.5)
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3, 3,

Al

Abbildung 14.5: Prinzip eines Quecksilberthermometers

nutzen die konstituierende Gleichung eines Materials, hier die lineare Ausdehnung on Quecksilber
mit der Temperatur

AL

OéHg

AY = (14.58)
aus. Diese funktioniert gut in dem Bereich und mit der Prézision die solch einer konstituierenden
Gleichung innewohnt. Die Ausdehnung von Quecksilber ist nicht vollig linear mit der Temperatur,
vor allem dann nicht wenn wir in die Nahe der Verfestigungs- bzw. der Verdampftemperatur von
Quecksilber kommen. Man kann die Temperatur auch mit einem idealen Gas messen

\%4
oV

= (14.59)

aber alle Gase sind reale Gase und nur ungefihr ideale Gase. Die empirische Temperatur und
absolute Temperatur sind wegen der Materialabhédngigkeit der empirischen Temperaturen nur mit
einer gewissen Prézision identisch.
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Kapitel 15

Uber Gase

In dieser Vorlesung besprechen wir Mischungen aus idealen Gasen. Die Mischungsentropie bewirkt,
dass das Gemisch eine hohere Entropie hat als die Reinsubstanz. Wir besprechen reale Gase, bei
denen eine van der Waalsattraktion und eine Paulirepulsion das Verhalten gegeniiber den idea-
len Gasen verdndert. Aufgrund der Konkurrenz beider Wechselwirkung kommt es bei bestimmten
Dichten zur Phasentrennung in eine fliissige und eine gasartige Phase und das System kann nicht
als homogene Phase im thermodynamischen Gleichgewicht vorliegen. Wir kénnen die Phénomene
mittels einer Virialentwicklung bzw. mit der van der Waals Zustandsgleichung beschreiben.

175
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15.1 Ideale Gasmischungen

In einem idealen Gas wechselwirkt jeder Gaspartikel die meiste Zeit nicht mit anderen Gaspar-
tikeln. In einer idealen Gasmischung wechselwirkt die eine Sorte Gaspartikel praktisch nicht mit
der anderen Spezies. Wir nummerieren die r verschiedenen Spezies einer Gasmischung durch mit
i = l...r und erhalten aus der Additivitdt der Entropie die Entropie einer Gasmischung:

S(U,Viny..my) = ST(U;, Vi), (15.1)
=1

bezeichnen mit .
ni=> n (15.2)
i=1

die Gesamtanzahl an Molen von Teilchen und mit

n;
;= 15.3

den molaren Anteil des Gases ¢ in der Mischung,.
wenn wir die Entropie nach der inneren Energie U; der Spezies i partiell differenzieren finden wir
die kalorische Zustandsgleichung fiir die Spezies i:

und da beide Spezies doch miteinander, wenn auch selten, wechselwirken stellt sich {iber diese
Wechselwirkung ein thermisches Gleichgewicht ein, so dass

T,=T;=T (15.5)

die Temperatur fiir alle Spezies dieselbe ist. Die innere Energie U aller Spezies ist die Summe der
Einzel inneren Energien

- 3
U= ;:1 U; = inRT. (15.6)
Es folgt, dass wir die innere Energie der Spezies i als
n;

schreiben kénnen. Wir berechnen die Gesamtentropie:

S(U,V,n1..n )miRn-ln vV (Ammil 3/265/2 (15.8)
T T T N \BnNah? '
4 n d |4 4mm,U 3/2 5/2
i=1 i=1

vV (dnmU \*? -
S(U,V,ny..ny) = Rnln N \ 3Nz e — RnZCEi Inx; (15.10)
i=1
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wobei wir die mittlere Masse der Gaspartikel
m=[[mi (15.11)

bzw. das mittlere Molekulargewicht

M =] (15.12)
i=1

der Mischung eingefiihrt haben. Analog zu Gleichung [T4.23] finden wir

oz, 05 O[lnV +1InRest] RnT
=T — = RnT = 15.13
v — av Vv (15.13)
und finden so, dass die thermische Zustandsgleichung
pV =nRT. (15.14)

eines idealen Gasgemisches sich nicht von der thermischen Zustandsgleichung [I4.24] eines reinen
idealen Gases unterscheidet.

Wenn wir nur die Entropie der Komponente ¢ nach dem Volumen ableiten finden wir den Partial-
druck

.. 05’7  nwRT  nRT

=0T = =z 15.15
P av v TV (15.15)
Der Partialdruck der Komponente ¢ hingt tiber

pi = p (15.16)

mit dem Gesamtdruck der Mischung zusammen. Auch die die kalorische Zustandsgleichung
3
U= inRT (15.17)

unterscheidet sich nicht von der eines reinen idealen Gases.
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Wir berechnen das chemische Potenzial des der Komponente i der idealen Gasmischung:

=1 08
i = =T 15.18
2 o, ( )
. _ 3/2
=1 0 n; \% 4rmU 5/2
=" RT iIn— —TRIn | — | ——
on; ;nj . n . nNa <3nNAh2 €

fRTnaii Inn=°/?% + ; g% Inm; + In Rest”
T T T
:RTZcSijln;]—f—RTZn
Jj=1 J=
5 v [ 4mmU \*?] 5
—2RT — RTIn | — °RT
gl — R nNa <3nNAh2> ol
3 " Sin—n;
fiRTnZ % Inm; (15.19)
j=1
n, [V ammU \P]
=RTIn— —RTln | — | ——
R ) RTn nN 4 <3nNAh2)
3
—§RT(ln m; —Inm) (15.20)
n; -nNA 3nNah? 3/2]
; = RT'In — Th | —— | ———
pi = BT 2n o+ R = <47TmiU

= 4P+ RTIn 2, (15.21)
n

Das chemische Potenzial p;(n,p,T) der Komponente ¢ in der Mischung unterscheidet sich also vom
chemischen Potenzial " (n, p, T') der Komponente 7 in der Abwesenheit der anderen Komponenten,

also des Reinsystems aus der Komponente 1.
Wir betrachten zwei Container I und II, welche durch eine durchlissige Membran getrennt sind

(Abb. [[5.1).

i Hi

uelquisiy

Abbildung 15.1: Zwei Gase im chemischen Gleichgewicht

Aus dem chemischen Gleichgewicht uf = ! [14.14] folgern wir, dass im chemischen Gleichgewicht

die Molenanteile der Konponente ¢ gleich sein miissen.
F=al! (15.22)

T; = ;
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Zusammen mit dem mechanischen Gleichgewicht p! = p! [14.13] folgt

aip’ = al'p! (15.23)
pf=pi", (15.24)

dass die Partialdriicke der Komponenten gleich sein miissen.

° ° ° - o
° " ® . o, o’ ¢
e o %9 °® ® o
; '2; (] §$ : ® 4 . .. °® .hk..
) ° e®* S :0 o * s .' o0 o
.o o 0 e oo, " LA .3 o®
ol e .o ..: . .. .oo... ® o,

Abbildung 15.2: Mischprozess von reinen idealen Gasen

Wir betrachten einen Container mit thermisch leitenden mechanisch verschiebbaren Wéanden die
ein System aus reinen idealen Gasen separiert, so dass diese im thermischen und mechanischen
Gleichgewicht sind. (Abb. |15.2)). Im mechanischen und thermischen Gleichgewicht stellen sich die
Volumina V; der getrennten Compartments so ein, dass gilt
n; RT nRT .
‘/i = IhCiahinll =Tr,— = xlv 1= ]...7" (15'25)
p p

Es folgt also dass die Compartments einen geméafl dem Molenanteil der Komponente der Gesamt-
gasmenge entsprechendes Volumen einnehmen. Die Entropie des Containers betrégt

Sgetrennt = Z S:LST(U'H ‘/i; nz) (1526)
i=1
= Z SZ-ST(xZ-U, xz;V,z;n) (15.27)
i=1
= 2:57"(U,V,n) (15.28)
i=1
= S3T(U,V,n) (15.29)

(15.30)
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und entspricht einem idealen Sackur Tetrode Gas mit mittlerer Masse m
Im Gegensatz hierzu entsteht eine neue Situation wenn wir die Trennwénde entfernen. Die Gesam-
tentropie des Gemisches ist

,
SGemisch = [Z —nRx;Inz; | + S5 (U, V,n) (15.31)

i=1

Den Unterschied zwischen der Entropie des Gemisches im Vergleich mit der Entropie einer nach
Spezies sortierten Aufbewahrung bezeichnet man als die Mischungsentropie

Smix = SGemiSCh - Sgetrennt = -—nR Z Z; In Ty (1532)
1=1

Beim irreversiblen Mischen der Komponenten nimmt die Entropie um die Mischungsentropie zu.
Auch fir das Mischen gilt das Maximum Entropie prinzip:

Schemisches Gleichgewicht > Schemisches Nichtgleichgewicht (1533)

Eine Mischung der Gase ist deshalb gegentiber einer sortierten Konformation der Gase thermody-
namisch bevorzugt. Das chemische Potenzial

oS :
i = ) =" + RTInz; (15.34)
C’Mi
U,V,n]-¢i
der Komponente ¢ beschreibt die Zunahme der Entropie bei weiterem Hinzufiigen der Komponente
1. Im Limes kleiner Molenbriiche gilt
lim Inz; = —o0 (15.35)
xT; —0
Die Zugabe einer noch nicht vorhandenen Verunreinigung 148t deshalb die Entropie unendlich steil

zunehmen. Der Drang zu verunreinigen ist besonders hoch fiir Verunreinigungen, die noch nicht in
der Probe enthalten sind.

15.2 Reale Gase

Reale molekulare Gase wechselwirken miteinander iiber ein Wechselwirkungspotenzial U(d), bei
dem d den Molekiilabstand zweier Molekiile bezeichnet. In Abb. haben wir ein typisches Wech-
selwirkungspotenzial gegentiber dem Abstand aufgetragen.

Das Potenzial kommt durch eine Reihe quantenmechanischer und thermischer Effekte zustande.
Bei kurzen Abstdnden kommt die Eigenschaft der Elektronen als Fermionen ihren Individualitéts-
charakter iiber das Pauliverbot zum tragen. Die Elektronen des einen Molekiils weigern sich mit
den Elektronenzustéinden des anderen Molekiils zu iiberlappen. Es entsteht ein Paulidruck, der
versucht die Molekiile zu separieren. Bei grofleren Abstdnden fluktuieren die Elektronenwolken um
eine im Mittel elektrische dipolfreie Konformation. Die fluktuierenden Dipole zeigen einmal in die
eine, ein anderes Mal in die andere Richtung. Jede Richtung ist gleich wahrscheinlich, solange die
Molekiile weit genug voneinander separiert sind. Kommen sich die Molekiile nahe wird eine zeit-
liche Korrelation der Dipolmomentfluktuationen zwischen beiden Molekiilen wahrscheinlicher, bei
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U/S: Uberlapp der Elektronenwolken
1Pauli AbstoRung

Molekulseparation

©
0 T 1
3
_D'Si Korrelierte Fluktuationen
] der Elektronenwolken der Molekiile
1 fuhrt zur van-der-Waals Anziehung

Wahrscheinlichkeit O O /

einer Fluktuation

Abbildung 15.3: Wechselwirkungspotenzial zweier Molekiile im Abstand d zueinander

der die Dipole entlang der Separationsrichtung in die gleiche Richtung ausgerichtet sind, gegeniiber
der entgegengesetzt ausgerichteten Konformation, was im zeitlichen Mittel zu einer Anziehung, der
van der Waals Anziehung fiithrt. Es gibt einen Abstand d,,;, der die Wechselwirkung besonders
attraktiv macht.

In einem realen Gas bestehen aufgrund der Wechselwirkung zwei gegenldufige Tendenzen.

e Das Gas wiirde, wie das ideale Gas, gerne den ganzen zur Verfiigung stehenden Raum aus-
testen, um seine Entropie zu maximieren.

e Die Molekiile wiirden gerne den Minimalabstand d,,;, zu einander einnehmen, um ihre innere
Energie zu minimieren.

Das Entropiemaximierungsprinzip steht hier dem Energieminimierungsprinzip entgegen, weil wir
beim realen Gas ein System haben, welches anderen externen Zwéngen unterliegt als ein System
mit den natiirlichen Variablen U, V,n. Der duflere Zwang einer vorgegebenen Umgebungs, besser
Reservoirtemperatur T eines Reservoirdruckes p und der Molenzahl n des realen Gases ist dem Sys-
tem wesentlich mehr angemessen. Unter anderen Zwangsbedingungen gelten, wie wir sehen werden
andere Extremalprinzipien, die eine neues thermodynamisches Potenzial ( die freie Enthalpie oder
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Gibbs’sche Energie G minimieren) und einen Kompromiss zwischen den gegenldufigen Tendenzen
vermittelt.

Welche Tendenz sich durchsetzt hiangt von den neuen Zwangsbedingungen, dem Druck p und der
Temperatur 7" ab. Bei hoher Temperatur und kleinem Druck gewinnt die Entropie und das reale
Gas verhiélt sich wie ein ideales Gas. Bei tiefer Temperatur und hohem Druck gewinnt die Energie-
minimierung und das reale Gas kondensiert zu einer Fliissigkeit.

2| TIT,=1.02
T/T.=1.01

T/T.=0.99
T/T,=0.98
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Abbildung 15.4: Druck-Volumen-Phasendiagramm eines realen Gases

Wir kénnen das Verhalten eines realen Gases durch eine Zustandsgleichung p(V, T') beschreiben, die
komplizierter ist als fiir ein ideales Gas (Abb. [15.4)). Es gibt im Zustandsdiagramm eine Region hoher
Dichte, - die Fliissigkeit -, welches vom Gebiet niedriger Dichte , - das Gas -, durch die Binodale
getrennt wird, Innerhalb der Binodale kann das reale Gas nicht als homogene Phase existieren.
Anstatt dessen teilt sich das Material in einen Anteil der fliisssigen Phase und einen Anteil der
Gas Phase auf. Der Druck der Isothermen ist an beiden Punkten der Binodale der Gleiche. Am
kritischen Punkt p = p.,T = T, verlduft die Isothereme horizontal und beriihrt die Binodale.
Fir T > T, gleichen sich die Isothermen immer mehr den Isothermen eines idealen Gases an.
Zwischen Binodale und Spinodale liegen metastabile Gebiete, in der die Fliissigkeit tiberhitzt bzw.
iiberdehnt ist, und das Gas unterkiihlt bzw. iiberkomprimiert ist. Ein Kondensationskeim der unter
metastabilen Bedingungen eingebracht wird, fithrt zum sofortigen Verdampfen der Fliissigkeit, bzw.
zur Kondensation des Gases. Am kritischen Punkt werden Gas und Fliissigkeit ununterscheidbar
und es kommt zu kritischen Dichtefluktuationen.
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Abbildung 15.5: Phasendiagramm des realen Gases als Funktion der intensiven Variablen Tem-
peratur und Druck.

Wenn wir das Phasendiagramm des realen Gases gegeniiber dem Druck und der Temperatur auf-
tragen schnurrt das Koexistenzgebiet zu einer Kurve p;o(T') zusammen bei der die Fliissigkeit bei
gleicher Temperatur und Druck p;s(7) mit dem Gas koexistiert. Fiir alle anderen Temperaturen
und Driicke liegt immer nur eine Gleichgewichtsphase vor. Die Kurve p;,(T) endet im kritischen
Endpunkt T, p., bei dem Fliissigkeit und Gas ununterscheidbar werden.

Wir bezeichnen den Dichteunterschied

_ g

Yy

v

nyg
Ang:pz—pg=M( l

(T, p = piy(T)) — 22(T,p = ngm)) (15.36)

als den Ordnungsparameter des Fliissig/Gas-Phaseniiberganges. M ist die molare Masse des Mate-
rials, ng, Vi, ng, V, die Anzahle der Mole und die Volumina der beiden koexistierenden Phasen. Der
Ordnungsparameter ist ein Maf} fiir den Unterschied zwischen den beiden koexistierenden Phasen.
Der Ordnungsparameter ist in Abb. gegeniiber der Temperatur aufgetragen. Fiir anwachsende
Temperatur nimmt der Ordnungsparameter ab, bis er am kritischen Punkt bei T, verschwindet.

Im Gravitationsfeld der Erde beobachten wir den kritischen Endpunkt als das verschwinden der
Wasser /Wasserdampf Grenzflache wihrend wir uns langsam der kritischen Temperatur von unten
néhern. Die Grenzfliche zwischen beiden Phasen wird undeutlicher und die urspriinglich transpa-
renten Phasen werden in Folge kritischer Dichtefluktuationen triibe. Der kritische Endpunkt fir
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Aplg
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Abbildung 15.6: Der Dichteunterschied (Ordnungsparameter) zwischen Flissigkeit und Gas an
der Koexistenzlinie als Funktion der Temperatur.

Wasser (nicht zu verwechseln mit dem Tripelpunkt von Wasser) liegt bei
(TH20 pH=0) = (373°C, 218atm) (15.37)

Wir zeigen in Abb. einen Behélter mit koexistierendem fliissigen und gasférmigen S Fg bei einer
Temperatur weit unterhalb des kritischen Punktes, bei einer Temperatur knapp unterhalb des kri-
tischen Punktes und beim kritischen Punkt. Die Relaxationszeiten ins Gleichgewicht werden in der
Néhe des kritischen Endpunktes immer langer, weil es keinen riicktreibenden thermodynamischen
Drang bei einer Anderung der Dichte mehr gibt.
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Abbildung 15.7: Aufnahme eines Behélters mit SFg unterhalb, bei, und oberhalb des kritischen
Endpunkts. Aufnahme von Thomas Dabisch.

15.3 Mathematische Beschreibung realer Gase

15.3.1 Virialentwicklung und zweiter Virialkoeffizient

Eine Moglichkeit der Beschreibung realer Gase ist die Virialentwicklung, einer stérungstheoretischen
Entwicklung der Zustandsgleichung nach der Dichte n/V:

pV = nRT (1 + Korrekturen) (15.38)
= nRT(1+ B(T)%) (15.39)

wobei der Koeflizient B(T) zweiter Virialkoeffizient genannt wird. Die Temperaturabhingigkeit
wird durch

a
B(T) = b - — (15.40)
von der Pauli Repulsion kT
von der van der Waals Anziehung

beschrieben und berticksichtigt Effekte der Pauliabstoflung und der van der Waals Anziehung der
Molekiile. Den zweiten Virialkoeffizienten kann man mittels Streumethoden messen.
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15.3.2 Die van der Waals Gleichung

Eine gegeniiber der Virialentwicklung verbesserte Zustandsgleichung ist die van der Waals Glei-
chung;:

nRT n\ 2
p=—— - o) (15.41)
V—nb |4
freies Volumen van der van der Waals Anzichung

Der erste Term in korrigiert das Volumen zu einem freien Volumen (V — nb), welches den
Molekiilen in der Realitdt zur Verfiigung steht. Das freie Volumen ist das gesamte Volumen ver-
mindert um nb dem harte Kugelvolumen der n Molekiile welche es Molekiilen {iber das Pauliverbot
untersagt ihr hartes Kugelvolumen zu iiberlappen. Der zweite Term in [I5.41] wird fiir hohe Dichten
wichtig, bei dem sich Molekiile nahe kommen, und deshalb {iber die van der Waals Anziehung den
Druck herabsetzt. Die van der Waalsgleichung sagt einen kritischen Druck

a
eine kritische Temperatur
8a
= 15.4
“ 27TbR (15.43)
und in kritisches molares Volumen von
(V) =3b (15.44)
n (&3
voraus. Mit auf kritische Grofen normierten Variablen konnen wir die van der Waalsgleichung [15.41]
als
8L v\ 2
p T c
—=_—"<—-3( = 15.45
pe 33 —1 (V> 1549

umschreiben. Fiir den kritischen Punkt gilt

Op 0%p
T T

Wenn die Variablen verschiedener Materialien auf ihre kritischen Werte normiert werden fallen die
Zustandsdiagramme aller experimentellen Auswertungen aufeinander. In Abb. [I5.§] tragen wir Iso-
thermen der van der Waals Gleichung auf und reproduzieren das Phasendiagramm der Abb. In
der van der Waals Gleichung bekommen wir auch instabile Zweige der Isotherme durch das instabile
Gebiet. Die Isothermen schliefen mit den konstanten Koexistenzdriicken bei derselben Temperatur
zwei (griine) Flachen ein deren Flicheninhalte gleich sind. Mit dieser Maxwellkonstruktion ldsst
sich die Binodale theoretisch ausrechnen. Wir werden spéter eine Doppeltangentenkonstruktion die
der Maxwellkonstruktion dquivalent ist kennenlernen.
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instabil
Koexistenzgebiet

VIV,

Abbildung 15.8: Zustandsdiagramm des van der Waalsgases mit Maxwellkonstruktion der Bino-
dalen.

15.4 Ubungen

15.4.1 Mechanisches Gleichgewicht

Ein ideales Gas Cy wird in den rechten Container gefiillt und ein ideales Gas Ay und Bs in den
linken (Abb. 1). Beide Container sind durch eine semipermeable Wand (permeabel fir A nicht
fiir By und C5) getrennt. Die Wand ist beweglich, so dass der Druck (welcher?) die Wand in die
mechanische Gleichgewichtsposition driicken kann. Die Container sind an ein Wéarmereservoir der
Temperatur 1" gekoppelt. Das Gesamtvolumen des Containers ist fest.

Nach der Equilibrierung des Gases Az und der Position der semipermeablen Wand reagiert A, mit
Co gemaf:

° 3A2 + 202 d 214302

o 245 +3C5 <+ 2A5C5
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Abbildung 15.9: Mischung reaktiver idealer Gase mit beweglicher semipermeabler Wand.

(Die Wand ist impermeabel fiir beide Reaktionsprodukte A5C3 und A3C5, die ebenfalls ideale Gase
sind) Diskutieren Sie was mit der Wand wéhrend der Reaktion a) bzw. b) passiert.

15.4.2 Atmosphare

Informieren Sie sich iiber die Zusammensetzung der trockenen Luft unserer Atmosphére. Beriick-
sichtigen Sie die drei hadufigsten Gase und beschreiben Sie die Luft als terndre Mischung aus diesen
drei Gasen. (Die Molenbriiche der Gase miissen leicht verdndert werden, so dass deren Summe
identisch 1 ist.) Fiir die Atmosphére gilt in guter Naherung die barometrische Héhenformel:

Mgz

p=poe” RT, (15.47)

wobei M das mittlere Molekulargewicht der trockenen Luft ist. Auf welcher Skala fillt der Druck um
1/e ab? Uberpriifen Sie, ob die so geschichtete Luft im thermischen, mechanischen und chemischen
Gleichgewicht ist und begriinden Sie warum das so sein konnte.

15.4.3 feuchte Atmosphire

Wiéhlen Sie einen Tag aus, an dem Aufgabe [£.5.3] nicht funktioniert und diskutieren Sie die Hohen-
schichtung der feuchten Atmosphéire. Warum folgt die experimentell beobachtete Schichtung nicht
einem Ergebnis analog zu Aufgab [15.4.2)

15.4.4 feuchte Atmosphire

Beschreiben Sie die Atmosphére als bindre Mischung eines trockenen idealen Gases mit mittlerer
Molmasse M mit einem idealen Wasserdampfgas und suchen die Gleichgewichtsverteilung des Was-
serdampfmolenbruchs als Funktion der Hohe indem Sie ein Gravitationspotenzial ¢ = gz annehmen.
Warum ist die Schichtung des dritt haufigsten Gases in trockener Luft weniger kompliziert als die
des Wasserdampfes?
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Kapitel 16

Thermodynamische Potenziale

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns zunéchst mit Differenzialen in einem Raum mit mehreren
Variablen, die wir lings eines Weges integrieren wollen. Es gibt wegabhéingige (inexakte) und we-
gunabhingige (exakte) Differenziale. Exakte Differenziale sind totale Differenziale einer Zustands-
funktion. Ein inexaktes Differenzial ldsst eventuell sich mittels eines integrierenden Faktors in eine
exaktes Differenzial umwandeln. Wir kénnen von den natiirlichen Variablen eines exakten Diffe-
renzials zu konjugierten Variablen eines exakten Differenzials der neuen variablen mittels einer Le-
gendretransformation wechseln. In der Thermodynamik werden fiir verschiedene Randbedingungen
an eine System des Interesses verschiedene thermodynamische Potenziale im thermodynamischen
Gleichgewicht minimiert oder maximiert. Diese sind {iber Legendretransformationen miteinander
verkniipft.

191
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16.1 Differenziale

Wir betrachten eine Funktion von NN variablen:
G = G(z1,22,...xN) (16.1)

und einen mit dem Parameter ¢ parametrisierten Pfad @ (t) = (z1(t), x2(t), ...xn(t))
Wir berechnen die Anderung der Funktion G lings des Pfades:

N
dG 0G
= — — 16.2
dt im1 6.171 v ( )
und betrachten den Spezialfall dass die letzte Variable von G, der Parameter des Pfades z = t ist.
Dann folgt
N-1

dG oG oG

— = — i+ — 16.3

dt ; oz, T o (16.3)
Wir unterscheiden also die partielle Ableitung %—?, die die Anderung von G in Richtung der letzten
Variable xy =t bei festgehaltenen Variablen z;,7 = 1..N — 1 beschreibt von der totalen Ableitung
4G " die die Anderung der Funktion G entlang des Pfades beschreibt. In der Regel gilt % # %.

dt
Wir zeigen die partiellen und totalen Ableitungen in Abb. [16.]]

Abbildung 16.1: Partielle und totale Ableitungen.
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16.2 Wegintegrale
Wir bezeichnen
0G =Yi(x1(t), x2(t), ..k (t))dxy + Ya(21(t), 22(t), ...t (t))dae + .. Yo (21(t), z2(2), ...xn (1) )dayp

(16.4)
als Differential im von (x1(t), x2(t), ...z, (t)) aufgespannten n-dimensionalem Raum.

Xp

X2

Xa

X4

Abbildung 16.2: Ein Weg von x, nach x.

Sei @(t) ein Pfad oder Weg von x, nach @, (Abb. , so dass x(t,) = x, und x(tp) = xp, dann
ist die Anderung AG der Grofie G lings des Weges x(t) durch

t - dx;
AG = 0G :z/ dt Y;(x(t ! 16.5
00 = [ v’ (16.5)

a

Ein Beispiel einer solch wegabhingigen Verdnderung ist die Arbeit an einem idealen Gas ohne
interne Freiheitsgrade bei der adiabatischen Kompression

W=— / pdV (16.6)
Adiabate
Wir parametrisieren den Druck im Gas als Funktion der Zeit als linear
p(t) =pi +alt —t;), (16.7)

bertiicksichtigen unter Benutzung des ersten Hauptsatzes|14.50|den adiabatischen dS = 0 Charakter
der Verdanderung, also
1 P
0=dS = =dU + =dV 16.8
benutzen die kalorische Zustandsgleichung [I4.26] und die Undurchlissigkeit der Barriere bei der
Expandion dn = 0, und finden

dU = ganT (16.9)
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Wir benutzen die thermische Zustandsgleichung und finden

2 2
d(pV) = nRAT = gdU@ —5pdV (16.10)
2
pdV + Vdp = —gpdV (16.11)
3
Vdp = —=pdV (16.12)
dp 3 dv
av 5 dp
% = —3% (16.14)
tr d1 ty
/ dnV g, _ —§/ - (16.15)
o dt 5 ), pitoalt—t)
Vi 31 ;
dlnV = —ga—ln lpi + ot —t;)],! (16.16)
V; [0
i ly— 1
ln% — 2lnp+a;f) (16.17)
—-3/5
i t—t;
V)=V, <W ) (16.18)

wie sich das Volumen als Funktion der Zeit veréndert. Jetzt konnen wir mit diesem Wissen die
Arbeit der adiabatischen Kompression berechnen:

ty d
W = f/pdV = 7/ pd—‘t/dt (16.19)
ti
ty 3 t—t, —-8/5
—— [ @t aty - (<3v) & (B (16.20)
t; y2 Di
tp s L\ \ —3/5
— +§Vio¢ (pl—I_a(tm ) (16.21)
5 t; pi
)\ 25 Y
_ 5 (pitalt=t) Pidy (16.22)
2 Di ad .

3 iy 2/5
= 5piVi ((p) —~ 1) (16.23)

16.3 Exakte und inexakte Differenziale
Falls fiir das Differential

0G =Y1(x1(t), 22(t), ...xpn(t))dry + Yo(z1(t), 22 (t), -..xn(t))drs + .. Y, (21 (t), 22(2), .2 (t))dy,
(16.24)
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gilt, dass es eine Funktion G(z1(¢), z2(¢), ...z, (t)) gibt mit

oG
=Y; 16.2

dann schreiben wir
0G = dG (16.26)

und nennen dG ein exaktes Differential. Es gilt dann

b t dzx; t " 9G \ dz;
AG:/ 5G:/ dtd Yi(x(t 1:/ dt ! 16.27
o, . ; ((t)) dt t <; 6%‘) dt ( )

ty
- %dt = G(zy) — G(xa), (16.28)
ta

dass das Integral von dG lings des Pfades x(¢) unabhéngig vom genauen Weg von x, nach x; ist.
und dass

7{ 5G =0 (16.29)

das Integral des Differenzials §G ldngs jeden geschlossenen Weges verschwindet.
Falls ein G existiert, so dass Gleichung gilt so folgt

aY; 0%q Yy
— _ = 16.30
oz, ) Ox; 0z}, ) ox; ) ( )
széivk :zzj;éwj,:zzk ZEJ7££EL
dass notwendigerweise
aaY; 0Y;
— =0 16.31

gelten muss.

16.4 Integrierende Faktoren

Sei dG ein inexaktes Differenzial, dann heifit f(z1,...z,) ein integrierender Faktor von §G, wenn
dH = fiG ein exaktes Differenzial ist. Dafiir muss gelten

oo if  Oif

= 16.32
(oM or o
= ( o %) Vi~ Vi (16.33)

16.5 Legendretransformation
Sei G(x1..2,) eine Funktion und
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das zugehorige exakte Differenzial mit

oG
Y; = 16.
8:51') (16.35)
wjﬁéa:i
dann folgt dass
dH = d(G - Yll'l) == 7I’1dY1 + Yédl’g + ...+ Yndlin (1637)
(16.38)
und damit dass auch 50
H=GC——x21=G-Y; 16.
axl X1 1T1 ( 6 39)
ein exaktes Differenzial ist, allerdings als Funktion der neuen Variablen (Y7, zs...2,,), d.h.
H=H(Y1,x9...x,) (16.40)
Wir berechnen die partielle Ableitung
OH 0
8Y1> = a—yl{G(a:l([Yl,xg...xn],xQ,...a:n) — Y21 ([Y1, 22...mp) } (16.41)
r2..Tn
oG 83?1 8331
_ 9 et S ¥ dad 16.42
3:171) oy, 18Y1> (16.42)
T2..Tp T2..Tn
or1 O0x1
=Y1— -1 —Y1— .
1 8Y1> x 1 8Y1> (16.43)
T2..Tp T2..Tn
=—x (16.44)
und finden so
OH
7 = _ 16.
8Y1> 1 (16.45)
To..Tp

Wir berechnen die Ableitungen

O0H 0
) = {G(x1([Y1, %20y Tiy o Tp], Ty ooy gy oot) — Y121 ([Y1, 220y, ]} (16.46)
Y1,z #x;

e o 9G o1
= 31‘1) o, > + 8xi> Y1 oz, ) (16.47)
To..Tn Y1,25#T; T AT Y1,z

8561 G 81‘1
=Y -Y; 16.4
Yi,xj AT, x; Yi,x;#T;

= Y; (16.49)
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und finden so
OH
=Y 16.
89@) f (16.50)
Y1,z #T;

woraus folgt, dass in dem exakten Differenzial

die zu den natiirlichen Variablen (Y7, xs...x,) zugehorigen konjugierten Variablen z1,Y5...Y,, als
partielle Ableitungen von H nach den natiirlichen Variablen geschrieben werden kénnen:

oH oH
- 8Y1> Y; = 89;;) (16.52)
To..Tn Y1,x5#;

dH ist also ein exaktes Differenzial mit neuen natiirlichen Variablen (Y7, za...2,) und Vorfaktoren
konjugierter Variablen (—x1,Y5...Y,,). Bis auf Vorzeichen entspricht die konjugierte Variable —x;
der neuen natiirlichen Variable Y7 der alten natiirlichen Variable x.

16.6 Legendretransformation der Legendretransformation

Wir berechnen die Legendretransformation in der ersten Variable der Legendretransformation in
der ersten Variable:

~ H
G:H—a— Yi=H+x2:Y1=G (16.53)
oY1

und erkennen, das die zweite Legendretrtansformation zur Ursprungsfunktion G zuriickfiihrt.

16.7 Bemerkungen

das exakte Differenzial
dG = Yidzy + Yodzo + ... + Y, dz, (16.54)

ist in der Regel kein exaktes Differential beziiglich der neuen Variablen (Y1, z3....z,). Wir schreiben

finden aber, dass
83:1
Z1=Y1— 16.56
V=g ) (16.56)
T2...Tp

8561
Z;i =Y, +Y, 16.
Yl,ZQ...mn
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Die Vorfaktoren Z; vor den Differenzialen sind auch nicht die alten Variablen und es gilt

621 821'1
—_— = Y R — 1 .
(9332 ) ! 8Y1(9$2 ( 6 58)
Yi,x3...¢n, x3...Tpn
07 Yy Oz, 972,
=2 = =2 it Y; 16.
8Y1 > 8331 > 8Y1 > th 8Y1 8%‘2 ( 6 59)
T2,T3...Tn r2...Tn T2...Tn T3...Tn
so dass
821 822
=L -z 16.
8:52) oY, ) #0 (16.60)
Y1,23...Tn T2,T3...Tn

und damit in den neuen Variablen das Differenzial G kein exaktes Differenzial 6G # dG mehr ist.
Wir haben n Paare von zueinander konjugierten Variablen (z1,Y7), (22,Y3)...(x,,Y;,) die wir als
natiirliche Variablen eines exakten Differenzial schreiben kénnen. Der Wechsel von einem exakten
Differenzial zu einem anderen exakten Differenzial mit teilweisen Wechseln zwischen den Variablen
erfolgt {iber die Legendretransformation beziiglich der zu wechselnden Variablen.

In der Thermodynamik hat das Produkt aus einer thermodynamischen Variable und seiner konju-
gierten Variable die Einheit einer Energie. Die konjugierten Variablen eines Gases sind:

(T,S), (p, V), (n1, p1)...(ny, ) Jeweils eine der konjugierten Variablen ist intensiv (unabhéngig von
der Stoffmenge), die andere ist extensiv (proportional der Stoffmenge).

16.8 Thermodynamische Systeme und ihre natiirlichen Va-
riablen

In einem isolierten System ist die Entropie S im thermodynamischen Gleichgewicht maximal. Sind
wir im Nichtgleichgewicht so bewegt sich das Sytem Richtung zunehmender Entropie:

AS >0 (16.61)

Ein isoliertes Sytem ist ein System in dem die innere Energie erhalten ist, also AU = 0, das
Volumen erhalten ist AV = 0 und die Partikelanzahl sich nicht &ndert An = 0. Ein reales System
kann sich von einem isolierten System stark unterscheiden, weil dieses eventuell innere Energie,
Volumen, und Partikel mit der Umgebung austauschen kann. Das Gesetz AS > 0 gilt dann nur fiir
das Gesamtsystem, welches sich aus dem System des Interesses und der Umgebung dieses Systems
zusammensetzt. Wir gehen davon aus, dass die Umgebung, die wir das Reservoir nennen, sehr gross
gegen das System des Interesses ist. Dann folgt

AS > 0= AS7 + ASReservoir = 0, (16.62)

dass das Reservoir unendlich grof ist, und durch das System des Interesses verursachte Veranderun-
gen im Reservoir als so klein betrachtet werden kann, dass diese im Reservoir reversibel verlaufen
also die Beziehung fiir die Anderung der Entropie des Reservoirs

501

dSReservoir = - T

(16.63)
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durch ein Gleichheitszeichen und nicht durch eine Ungleichheit gegeben ist. Q) ist die, in das Sys-
tem des Interesse aus dem Reservoir transferierte Warme. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik
besagt, dass

AUy = 0Qr + 6W + 0 M (16.64)

die Anderung der inneren Energie des System des Interesses durch Wirmetransfer, Arbeit oder
Materialtransfer erfolgt, und zwar unabhéngig davon, ob das System des Interesses im Gleichgewicht
ist oder nicht. Zusammen mit den Gleichungen [16.62] und [I6.63] finden wir deshalb

0Qr 1
> 20 = —
dSr = == = 7l

dU — W — o M). (16.65)
Falls in Gleichung [16.65| das Gleichheitszeichen gilt, also dS; = %, sind auch die Prozesse im
System des Interesses reversibel und

1 -
dsyer = % = 7 (dU + pdV — > pidny) (16.66)
i=1

es folgt, dass im System des Interesses das Maximum Entropieprinzip nicht gilt sofern innere Energie
dU # 0, Volumen dV # 0 oder Material dn; # 0 vom Reservoir transferiert werden. Das Maximum-
prinzip der Entropie gilt genau dann, wenn das System ein isoliertes System mit dU = dV = dn; = 0
ist.

In einem isolierten System wird die Entropie im thermodynamischen Gleichgewicht maximiert. Wir
illustrieren dieses Gesetz in Abb. [16.3] fiir ein System mit Nichtgleichgewichtsparameter z. Die
Entropie in Abb. [16.3 hat ihr Maximum bei x = ;.

Xeq X

Abbildung 16.3: Die Entropie eines isolierten Systems als Funktion des Nichtgleichgewichtpara-
meters x.

Wir fiithren eine Legendretransformation aus und wechseln von der Variable V' zur Variable p:
H=U+pV (16.67)
und nennen H die Enthalpie. Aus Gleichung [16.65 folgt

0> (=TdS + dU +d(pV) — Vdp — > pidn;) (16.68)
N————
dH

bzw.

dH < (TdS + Vdp+ Y _ pidn,) (16.69)
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Ein System mit dS = 0 heif3t thermisch isoliertes System, ein System mit dp = 0 heiflt ein System
im mechanischen Gleichgewicht mit der Umgebung, ein System mit dn; = 0 heifit ein geschlossenes
System.
In einem, thermisch isolierten, geschlossenen System bei Umgebungsdruck ist die Enthalpie des
Systems im thermodynamischen Gleichgewicht minimal.
dH <0 (16.70)

Wir wechseln mittels einer Legendretransformation zu den natiirlichen Variablen T, V, n;:

F=U-TS (16.71)
und nennen F' die freie Energie fiir die dann gilt

dF < —SdT —pdV + Y _ pidn; (16.72)

In einem thermalisierten dT' = 0, geschlossenen dn; = 0 System festen Volumens dV = 0 wird die
freie Energie im thermodynamischen Gleichgewicht minimal.

dF <0 (16.73)
Wir wechseln mittels einer Legendretransformation zu den natiirlichen Variablen T, p, n;:
G=U-TS+pV (16.74)

und nennen G die freie Enthalpie (deutscher Sprachgebrauch) oder Gibbs’sche Energie (angelséch-
sischer Sprachgebrauch) fiir die dann gilt

dG < —SdT + Vdp+ Y _ pidn; (16.75)

In einem thermalisierten dT" = 0, geschlossenen dn; = 0 System bei konstantem Auflendruck dp = 0
wird die freie Enthalpie/Gibbs’sche Energie im thermodynamischen Gleichgewicht minimal.

dG <0 (16.76)
Wir wechseln mittels einer Legendretransformation zu den natiirlichen Variablen T, V| p;:
O=U-TS—Y mni (16.77)
und nennen ¢ das groflkanonische Potenzial fiir das dann gilt
A0 < —SdT —pdV — > ndp; (16.78)

In einem thermalisierten d7T° = 0, offenen du; = 0 System bei konstantem Volumen dV = 0 wird
das grofikanonische Potenzial im thermodynamischen Gleichgewicht minimal.

dd <0 (16.79)

Wir fassen die Extremalprinzipien fiir die verschiedenen Systeme und thermodynamischen Poten-
ziale mit ihren natiirlichen konstant gehaltenen Variablen in einer Tabelle zusammen
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thermodynamisches Potenzial natiirliche Variablen System
Entropie, S U, V,n isoliertes System
Enthalpie, H S,p,n thermisch isoliert, mechanisches Gleichgewicht, geschlossen
freie Energie F T,V.n thermalisiertes geschlossenes System festen Volumens
Gibb’sche Energie G T,p,n thermalisiertes geschlossenes System im mechanischen Gleichgewic
Groflkanonisches Potenzial ® TV, u thermalisiertes offenes System festen Volumens

Es gibt also verschiedene Maximum-, Minimum-prinzipien fiir Systeme mit unterschiedlichen Rand-
bedingungen. Welches benutzt wird hidngt vom Experiment ab. Im Experiment wird h&ufig der
Druck und die Temperatur p, T der Umgebung konstant gehalten und auf das System {ibertragen
und die Gibbs’sche Energie ist dann das richtige thermodynamische Potenzial. In der theoretischen
Beschreibung mittels der statistischen Mechanik, ist der Umweg iiber andere Potenziale, insbe-
sondere iiber die freie Energie oder das groflkanonische Potenzial zur Berechnung derselben, mit
anschliefender Legendretransformation der einfachste Weg zur Beschreibung der Phénomene.
Thermodynamische Potenziale sind extensiv:

S(an,aV,al) = aS(n,V,U) (16.80)
H(an,p,aS) = aH(n,p,S) (16.81)

Von den thermodynamischen Variablen ist je eine Variable extensiv und die konjugierte Variable

intensiv
extensiv 14 S n;
intensiv ( D > ’ ( T ) ’ ( i ) (16.82)

Da ein thermodynamisches Potenzial extensiv ist, muss jedes thermodynamische Potenzial mindes-
tens eine natiirliche extensive Variable haben. Es folgt, dass es kein thermodynamisches Potenzial
der Variablen p, T'u; gibt.






Kapitel 17

Thermodynamische
Antwortfunktionen

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit Antwortfunktionen auf reversible und irreversible
Verdnderungen. Wir berechnen einige wegabhéingige Formen der Arbeit bei der Expansion eines
idealen und eines van der Waals Gases. Wir lernen iiber verschiedene Wege des Heizens eines
Materials. Wir fiihren thermodynamische Antwortfunktionen als zweite Ableitung der Potenziale
ein. Wir lernen iiber mathematische Beziehungen zwischen den Antwortfunktionen. Zum Schluss
besprechen wir die Verfliissigung eines Gases mit dem isenthalpischen Joule Thomson Effekt.

203
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17.1 Die Arbeit bei reversiblen und irreversiblen Prozessen

17.1.1 Freie Expansion eines Gases

Wir betrachten ein Gas unter einem Druck p in einem Container mit Barriere welches von Vakuum

umgeben ist (Abb. [17.1])

Pexi=0

Abbildung 17.1: Freie Expansion eines Gases

die Arbeit des Gases gegen den externen Druck pe,; = 0 betrigt

W=— /pmdv =0 (17.1)

und verschwindet also. Das Gas ist im mechanischen Nichtgleichgewicht p # pe,s und der Prozess
ist deshalb irreversibel.

17.1.2 Expansion gegen einen konstanten Auflendruck

Ist der externe Druck konstant, so betrigt die Arbeit

W=-— /pemth = —pextAV (172)

17.1.3 Isotherme reversible Expansion eines van der Waals Gases

Fiir ein isotherm und reversibel expandiertes van der Waals Gas betrigt die Arbeit:

Wz—/pde—/(VHRZ;b —a(g)Q) (17.3)

n21vs
=— {nRT In(V —nb) + a] (17.4)

Vi

Ve—nb 5 (1 1
— _nRTI - — = 17.
nR nVifnb an (Vf Vz) (17.5)
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17.2 Reversibel iibertragene Warme

Die reversibel {ibertragene Wérme ist

Q TdS /Tf (T 85) dT ( )
= = - 17.6
Pfad T oT
Wir bezeichnen mit
0Q oS
=< 7= 17.
¢ dar oT (17.7)

die Warmekapazitit eines Korper, bzw. genauer mit

s
Oy = T8T> ) (17.8)

die Warmekapazitidt des Korpers bei konstant gehaltenem Volumen und mit

as
C, = T6T> (17.9)
p

die Warmekapazitidt des Korpers bei konstant gehaltenem Druck. Zur Berechnung der spezifischen
Wairme bei den verschiedenen Randbedingungen wéhlen wir zum einen die innere Energie

dU = TdS — pdV + > pidn; (17.10)
und finden
ou
Cyn, = — .
) -
V,Tli
zum anderen die Enthalpie
dH = TdS + Vdp+ Y _ pidn; (17.12)
und finden
OH
Cpn; = 6T> (17.13)
2z

Die Warmekapazitaten Cy und C), sind Antwortfunktionen und beschreiben die Reaktion des War-
meflusses auf eine Anderung der Temperatur.
Es gibt

« die thermodynamischen Potenziale U, H, F, G, ®
o die thermodynamischen Variablen (S,T), (p, V), (p:, ni)

 die thermodynamischen Antwortfunktionen
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Beispiele fir thermodynamische Antwortfunktionen sind die Warmekapazitdt C, der thermische
Ausdehnungskoeffizient
10V
o ) , (17.14)
p;n;

“Vor
die isotherme und die adiabatische Kompressibilitédten

10V
17.1
KT v > | (17.15)

10V
— _ 17.16
s \% 8p>s _’ ( )

oder der Thermospannungskoeffizient

19p
=—-—= . 17.1
g pf)T)v (17.17)

n

die thermodynamischen Variablen erhalten wir als erste Ableitung der thermodynamischen Poten-
ziale. Die Antwortfunktionen erhalten wir als weitere Ableitung der thermodynamischen Variablen
nach anderen thermodynamischen Variablen also als zweite Ableitungen der Potenziale. Zum Bei-
spiel konnen wir den thermischen Ausdehnungskoeffizient welcher mittels der natiirlichen Variablen
T, p,n; ausgedriickt ist als zweite Ableitung des zu diesen variablen gehérenden thermodynamischen
Potenzials, der Gibbs’schen Energie schreiben:

10V V=22 1 092G
- =7 __ _— 17.1
“ V@T) V 8T op (17.18)
pni
die Kompressibilitdten schreiben wir als
1 av) 1 32G>
KJT = —— — = ——72 (17.19)
V op - V Op -
10V 1 0°H
- = - 17.2
Ks V@p)s | V3p2>s | ( 0)

17.3 Maxwell Relationen

Wir hatten fiir exakte Differenziale die Beziehung [16.31] zwischen den verschiedenen konjugierten
Variablen gezeigt:
aY;, 0Y
— =0 17.21
Fiir die Thermodynamischen Potenziale heiflen die aus [16.31] entstehenden Beziehungen zwischen
unterschiedlichen Ableitungen die Maxwellrelationen. Einige Beispiele dieser Maxwellrelationen
sind:
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U oT — 0 _ _op
ov | T avos T T as
s %
95 — _9%
F ov | = Tar
T v

Usw.

17.4 Jakobi Determinanten

Wir betrachten zwei Funktionen f(u,v) und g(u,v) der zwei Variablen v und v mit

of.9) _ det( ‘Zg ) _ (gi)v (?}Z)u _ (gDu <gz>v (17.22)

O(u,v)
bezeichnen wir die Jakobideterminante der Transformation von den Variablen f, g zu den Variablen
u, v. Benutzen wir fiir den Spezialfall ¢ = v so finden wir

a(f,v) _ of
Swo] 3U>U (17.23)

Q Q
SN

Es gilt weiterhin

0 0

(v, u) d(u,v)
Wenn wir eine weitere Transformation von den Variablen u(z,y),v(z,y) zu den Variablen z,y
machen konnen wir die Kettenregel der Differenziation verwenden und es gilt

af,g)  9(f,g) 9(u,v)

— 17.25
B(r.y) ~ uwv) la.y) 172
Benutzten wir fiir den Spezialfall (x,y) = (f, g) so finden wir

und mit g = v

‘3°f> S (17.27)
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bzw.
)
of\ _olfv) _ 0fv) 0(fiw) 20/, (17.28)
ou Iu,v)  O(f,u) d(u,v) iu) '
v ov f
Thermodynamische Beispiele, die diese Beziehungen benutzten sind
) &)
o) __ rp_ %
6T> Bl) - (17.29)
1% op T
oder o
Sp _ AT
Cv = e (17.30)
oder
_ 0(S,p) ., 0(S,p) 9(S,V) o(T,V)
& =To,p = "a(s,v) aT, V) (T, p) (731
a(S,p) ., 0(5,V) o(T,V)
= T 17.32
5(5.V) | (T, V) O(T,p) (17.32)
———
Cy
_ Op ov
s T
oder auch —_
C,—Cy = TV (17.34)
RT

17.5 Der Joule Thomson Effekt

Der Joule Thomson Effekt wird zur Verfliissigung von Gas benutzt. Dabei wird ein Gas unter
hohem Druck p; durch eine Drossel (ein pordses Material) gedriickt, so dass der Druck bei der
Passage durch die Drossel irreversibel auf den Druck p, abnimmt (Abb. .

Ziel des Prozesses ist die Entropie pro Partikel beim Durchgang durch die Drossel so zu erniedrigen,
dass sich das Gas verfliissigt.

Wir betrachten die Enthalpie der Gase vor und nach der Passage durch die Drossel und driicken
diese durch die Entropie pro Partikel aus:

S

Hl :H(prlanl) :an<pl7n7§>1) (1735)
Sy

H'f' = H(pTa S’r’vnr) = nTH(p’r‘a niv ]-) (1736)

r

Die Entropie pro Partikel bleibt fiir alle Partikel auf der linken Seite und auf der rechten Seite
jeweils unverdndert, da sich der Druck in keinem der Compartments verdndert. Es dndert sich nur
die Anzahl der Partikel auf der einen und anderen Seite, so dass

dny = —dn, (17.37)
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Abbildung 17.2: Joule Thomson Effekt

die Gesamtzahl an Partikeln konstant bleibt. die Anderung der Enthalpie wihrend des Prozesses
ist deshalb

dH = dH, + dH, = <H(pr, i, 1) — H(py, % 1)) dn, (17.38)
l

Ny
wobei die Entropien pro Partikel f':_r = const, und % = const; beide konstant bleiben.
Am Gesamtsystem wird Energie in der Form von Arbeit zugefithrt bzw. abgefithrt, aber keine

Wairme entzogen oder zugefithrt. Wir finden wegen der Konstanz beider Driicke die Arbeit
0 vt '
AW = _/ pidVi — / prdVye = pVi' = p,V/ (17.39)
v 0

sowie

AQ =0, (17.40)

da die Aussenwinde thermisch isoliert sind. Dem Gesamtsystem gehen keine Partikel verloren und
es gilt
AM x An =0, (17.41)

Die Anderung der inneren Energie des Gases betrigt deshalb
AU = AW + AQ + AM = AW =V} — p, Vi (17.42)
Wir berechnen die Anderung der Enthalpie des Gases
AH=AU+A(pV)=0 (17.43)

und folgern dass

Sy S
H(p7‘7_71) :H(ply_lvl) (1744:)
n ny

T

Der Prozess ist also isenthalpisch. Uns interessiert der Temperaturunterschied AT zwischen rechts

und links. Wir finden
Pr
AT:/ 8_T dp. (17.45)
n OP),

1
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Die isenthalpische Anderung der Temperatur mit dem Druck

oT
BT = 0) (17.46)
/4
H
heifit Joule Thomson Koeffizient. Es ist

o) _owm oy )
Mt = 5. H) ~ (Top) O, H) %f)T (17.47)

Fiir ein ideales Gas gilt H = %nRT, so dass %—g)T = 0 und damit auch gy = 0. Wir kénnen ein

ideales Gas nicht mit diesem Prozess abkiihlen. Wir brauchen zum Kiihlen einen positiven Joule
Thomson Koeffizient:

piyr > 0 (17.48)

Dies gelingt uns mit einem van der Waals Gas bei niedrigen Driicken, wo die van der Waals-
Anziehung zwischen den Molekiilen die Kondensation zu einer niederentropischen Fliissigkeit un-
terstiitzt. In Abb. [[7.3]zeigen wir schematisch die Bereiche in denen das van der Waals Gas gekiihlt
bzw. geheizt wird.

uyr<0

T
Abbildung 17.3: Joule Thomson Koeffizient und Bereiche des Kiihlens und Heizens

17.6 Ubungen
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17.6.1 Biogas I

Betrachten Sie einen Ameisenhaufen und behandeln Sie ihn als ideales Gas. Schétzen Sie die Masse
einer Ameise ab (oder messen Sie nach). Wie hoch ist die kinetische Temperatur der Ameisen? (Be-
achten Sie, dass die Ameisen nicht im thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung sind). Schétzen
Sie das Volumen eines Ameisenhaufens ab. Welcher Ameisendruck ergibt sich bei Benutzung der
idealen Gasgleichung? Ergibt dieser Druck einen physikalischen Sinn?

17.6.2 Biogas II, Schwimmblase der Rotfeder

Lesen Sie den WikipediaArtikel zur Schwimmblase: https://de.wikipedia.org/wiki/Schwimmblase
Erkldaren Sie durch welches Ungleichgewicht Sauerstoff in die Schwimmblase des Fisches gelangt.
Welche Form des Energietransfers in die Schwimmblase findet beim Befiillen der Schwimmblase
statt? Erkldaren Sie das Befiillen und Entleeren aus einer physikalisch thermodynamischem Blick-
winkel. Schatzen Sie das chemische Potenzial von Sauerstoff im arteriellen Blut des Fisches ab.
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Kapitel 18

Phaseniibergange

In dieser Vorlesung lernen wir, wie man einem thermodynamischen Potenzial erkennt ob es zur
Phasenseparation kommt. Ein thermodynamisches Potenzial zeigt in der extensiven Variable eine
konkave Region. Die konvexe Enveloppe des Potenzials stimmt in den stabilen homogenen Bereichen
mit dem Potenzial {iberein und hat im Koexistenzgebiet eine Doppeltangente, welche von dem
Potenzial abweicht. Ein thermodynamisches Potenzial zeigt als Funktion einer intensiven Variable
einen Knick. Wir diskutieren diese Phdnomene an einem van der Waals Gas, sowie fiir ein einfaches
Modell eines Materials mit fester, fliissiger, und gasférmiger Phase.

213
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18.1 thermodynamisches Potenzial einer extensiven Varia-
ble und Phasenkoexistenz

Sei P(FE) ein thermodynamisches Potenzial und F eine extensive natiirliche Variable dieses Po-
tenzials. Mit ¢« = OP/JF bezeichnen wir die konjugierte intensive Variable. Die extensive Variable
koénnen wir extern so einstellen dass ihr Wert bei E liegt. Wir kénnen extern aber nicht kontrol-
lieren ob sich das System in einen Bereich aufteilt der bei einem niedrigeren Wert der extensiven
Variable E_ liegt und einen Bereich der bei einem hoheren Wert E, liegt. Wir interessieren und
fiir den Unterschied im thermodynamischen Potenzial der Aufteilung verglichen mit der homogenen
Situation bei dem alle Bereiche den gleichen mittleren Wert E haben (Abb. .

A

P(E)

E. E E, E
Abbildung 18.1: Aufteilung eines homogenen Systems in zwei Phasen

Wenn das System homogen ist betrégt sein thermodynamisches Potenzial
P(E) (18.1)

Wir nehmen jetzt an, dass das System in einen Anteil f_ mit der extensiven Variable F_ und einen
Anteil fi mit der extensiven Variable E, aufgespalten ist, so dass das thermodynamische Potenzial
den Wert

Pyyiie = f-P(E_) + [ P(E,) (18.2)
mit
-+ fr=1 (18.3)

hat. Aufgrund der Extensivitdt von E muss gelten

f-E_+fiE,=F (18.4)
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und es folgt - -
E—-FE; E-E_

= — = — 1 .
f FoR—on f+ BB (18.5)
Wir finden, dass - -
_ E-E, E—-E_
Poi(F)= —P(E_ —P(FE 18.
split (E) E —E, ( )+E+—E, (E4) (18.6)

das Potenzial der aufgeteilten Phasen bei fest gewihlten Werten E und E_ eine lineare Funktion
der extern eingestellten extensiven Variable E ist und, dass

Popie(E = E4) = P(Ey) (18.7)
Pypit(E=FE_) = P(E_) (18.8)

Man erhilt Py (E) als lineare Interpolation der Kurve P(E) zwischen den Punkten E_, P(E_)
und Ei, P(E;) (Abb.[18.2)

A

P(E)

I:)split(E)_
Psplit(E)

P(E)

/

»
>

E E E, E

Abbildung 18.2: Potenzial des homogenen und heterogenen Systems.

Ist die Kurve P(E) konvex, (blau in Abb. [18.2), so gilt Py > P. Gilt im Gegensatz dazu, dass
die Kurve P(E) konkav ist, (rot in Abb. D so gilt Py < P. In letzterem Fall kann man das
thermodynamische Potenzial durch Aufspaltung in zwei Phase weiter minimieren und die homogene
Phase zum Variablenwert F wird damit instabil.

In Abb. [18.3] zeigen wir die Umgebung der konkaven Region des Potenzials mit moglichen Auf-
spaltungen (grau) in zwei Phasen. Von allen moglichen Aufteilungen in zwei Phasen, minimiert die
konvexe Enveloppe (rot), bei der die lineare Extrapolation zwischen den beiden Aufteilungswerten
zu einer Doppeltangente an das Potenzial fiihrt, den Wert des aufgeteilten Potenzials.

Die dadurch entstehende Aufspaltung in £_ und F, bezeichnet man als die Werte der Binodalen.
Die Binodale grenzt den stabilen Bereich der homogenen Phasen gegeniiber dem metastabilen Be-
reich ab. Die Doppeltangente an das homogene thermodynamische Potenzial, liegt an den beiden
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sjepoulg

instabil

[Tl
m

E.

Abbildung 18.3: Doppeltangentenkonstruktion an das thermodynamische Potenzial, sowie die
Binodale und Spinodale beim Phaseniibergang

konvexen Teilen des Potenzials an. Im konkaven Bereich gilt fiir die Antwortfunktion

o _op

XiE = 55 = 5ps (18.9)

was heifit dass die konjugierte Variable ¢ auf eine Erh6hung von E mit einer Abnahme reagiert und
damit das System instabil wird. Die Doppeltangentenkostruktion entspricht der Maxwellkonstruk-
tion beim van der Waals Gas.

Hat das Potenzial mehrere konkave Segmente gibt es mehrere Phasenkoexistenzgebiete mit mehr
als zwei verschiedenen homogenen Phasen.

18.2 thermodynamisches Potenzial einer intensiven Variable
und Phasenkoexistenz

Das zur intensiven natiirlichen Variablen ¢ gehorende Potenzial erhalten wir durch die Legendre-
transformation des Potenzials zur korrespondierenden extensiven Variable

oprP

) = P(F) — EF— 18.1
G(i) = P(E) - Bor (18.10)
Wir wollen G(i) geometrisch aus P(E) konstruieren.
Wir legen hierzu die Tangente
oP
te,(B) = P(E\) + 55| (B~ Ey) (18.11)
By

an P an der Stelle £y (Abb.[18.4]). Der Achsenabschnitt der Tangente (griin) mit der Ordinate

t5,(0) = P(Ey) — o—| By = G(iy) (18.12)
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P(E)‘

b

Lo >
0 E, E,+1 E

Abbildung 18.4: Geometrische Konstruktion der Legendretransformierten

ist dann der Wert der Legendretransformation zu dem zum Wert E; korrespondieremnden Wert
der intensiven Variablen i;, den wir erhalten, wenn wir die Tangenetenwerte

opr

= 98, =tp (E1+1) —tg, (E1) (18.13)

i1
an den Stellen Fy + 1 und F; vergleichen.
Wir benutzen diese Konstruktion in Abb. fiir unser Potenzial P(E) aus Abb. um die
Legendretransformation G(i) zu konstruieren.
Wegen N
0i OF =85 p=-9¢ 0°P 0°G

' =98 o B OE? 0i? (18.14)
werden konvexe (konkave) Segmente von P(FE) auf konkave (konvexe) Segmente von G(i) abgebil-
det. Die Doppeltangente hat fiir jeden Wert der extensiven Variable E sowohl den gleichen Wert der
Steigung i pr, als auch den gleichen Achsenabschnitt. Sie wird inklusive der beiden Bertihrungspunk-
te auf einen einzigen Punkt von G (i) abgebildet. Die auf G(7) abgebildeten konvexen Segmente von
P(F) schneiden sich genau in diesem Punkt. Das (griine) auf G(i) abgebildete konkave Segment von
P(FE) verbindet die beiden (roten) auf G(i) abgebildeten Segmente. Die Steigung ¢ der Kurve P(F)
hat an den Wendepunkten von P(FE) ein Extremum. Auch die Achsenabschnitte der Tangenten
haben fur die Wendepunkte von P(F) ein Extremum. Dadurch entstehen in der Legendretransfor-
mation spitze Cusps, die den Schwenk von metastabilen zu instabilem Verhalten anzeigen. In Abb.
18.5]ist die geometrische Konstruktion fiir die beiden Wendepunkte und fiir die Doppletangente ex-
plizit durchgefiihrt indem wir die Achsenabschnitte iibertragen und die Steigungsdreiecke um 7 /2
beim Wechsel vom E, P zum ¢, G drehen. Streichen wir all instabilen und metastabilen Bereiche von
G (i) beobachten wir den Phaseniibergang als Knick in der Kurve G(4). Die Legendretransformation
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A A A

P(E)

s,
496,;

7

-

|

@ Uf)‘_\

5 (S

g . g

D  metastabil =1

@ ) . 9
instabil

i
Abbildung 18.5: Lengendretransformation G(i) des Potenzials P(E) aus Abb. mit der Kon-
struktion aus Abb. Der rechte Graph zeigt den stabilen Anteil von G(%)

dieser stabilen Abschnitte von G(7) ist die konvexe Enveloppe der Funktion P(E) also die stabilen
Segmente inklusive der Doppeltangente.

Phasentibergéinge korrespondieren also zu konkaven Dellen in einem thermodynamischen Potenzial
als Funktion seiner extensiven Variable und die miteinander koexistierenden extensiven Variablen-
werte Ey und E_ erhélt man {iber die Doppeltangentenkonstruktion. Metastabile konvexe Segmente
des thermodynamischen Potenzial sind die konvexen Segmente, die nicht Teil der konvexen Envelop-
pe des Potenzials sind. Im Legendre transformierten thermodynamischen Potential der konjugierten
intensiven Variable beobachtet man den Phaseniibergang als Sprung in der Steigung des Potenzials
bei der intensiven Variable

ipr = w (18.15)
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18.3 Phaseniibergang beim van der Waals Gas

Wir betrachten die freie Energie des van der Waals Gases:

e(V —nb)(2r M RT /N?%)3/? n?
F=-nRTn ( e — av (18.16)
eb(2rM RT /N%)3/2 3V n?
= -—nRT1 — Thn(— —1) —a— 18.1
nR n( 2 nR n(Snb ) ay; (18.17)
F F, \%4 8T 3V 1 V. \%4
- ——1) =——=I(z5-2)-B8= - ——1 18.1
A A A T b L A UL T (18.18)
Fy /p.Ve kriimmungsfrei F5/p.Ve konvex F3/p.Vc konkav

wobei wir die freie Energie auf p.V, normieren und kriimmungsfreie Teile abziehen, so dass der
Rest am kritischen Punkt flach ist, so dass Dellen besser sichtbar werden (Abb. . Oberhalb
der kritischen Temperatur dominieren die Beitrdge von F5 und die Kriimmung ist {iberall konvex.
Die homogene Phase ist hier fiir alle reduzierten Volumina V/V, stabil. Unterhalb der kritischen
Temperatur und in der Nihe des kritischen Volumens V/V, & 1 entsteht eine Delle, die wir durch
eine konvexe Enveloppe beheben kénnen und so die Koexistenzvolumina der gasférmigen und fliis-
sigen Phase bei dieser Temperatur erhalten. Die Doppeltangentenkonstruktion ist dquivalent zur
Maxwellkonstruktion.

T=0.99T

VA

T=1.01T,

Abbildung 18.6: Freie Energie ohne kriimmungsfreie Anteile des van der Waals Gases als Funktion
von V/V, — 1 mit Doppeltangentenkonstruktion.
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18.4 Feste, fliissige und gasformige Phase

Wir wollen Approximationen fiir die Gibbs’sche Energie die feste, fliissige und gasférmige Pha-
se einer Reinsubstanz finden. Wir schreiben den ersten Hauptsatz der Thermodynamik fiir die
Gibbs’sche Energie auf

dG = —SdT + Vdp + pdn (18.19)

Mit G S 1%
Gm=— Spm== Vp,=— (18.20)

n n n

bezeichnen wir die molare Gibbs’sche Energie, die molare Entropie und das molare Volumen. Eine
gute Approximation fiir die Gibbs’schen Energien der verschiedenen Aggregatzustinde liefern die
Gas Vin = % C, =konst
Approximationen Fliissigkeit V,, =konst C,, =konst aus C,, =konst folgt
Festkorper  V,, =konst C,,, =konst

as
T= = 18.21
a7 = C (18.21)
9s C
=T (18.22)
S o Cln (18.23)
ref
T T
dcge = —csw L qr ¢ By, (18.24)
ref p
T
Goas = goasref _ 099 (T — T, ;) In —— + RT—2 (18.25)
T’r‘ef Pref
T
Gil = Gebrel — CSHT — Trep) In 7T velp (18.26)
ref
Unter normalen Umstédnden gilt
Ve < VL (18.27)
und
Cs, <Ol < c9os (18.28)

In den Abbildungen und sind die Modell-Gibbs’schen Energien (Gleichungen und
118.26)) gegeniiber dem Druck aufgetragen und zwar einmal fiir Parameter bei denen jede der drei
Phasen in einem gewissen Druckbereich das Minimum der Gibbs’schen Energie stellt zum anderen
fiir Parameter bei denen die fliissige Phase immer eine grofiere Gibbs’sche Energie als eine der
anderen beiden Phasen hat. Im ersten Fall finden wir einen gasformig/fliissigen und einen fliissig /fest
Phaseniibergang. Im zweiten Fall sublimiert der Festkorper zu einem Gas, bzw. resublimiert das
Gas zu einem Festkorper.

Die Abbildungen und zeigen die selben Gibbs’sche Energien (Gleichungen und
als Funktion der Temperatur.
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Festkorper

[2) Pgi Pis p

Abbildung 18.7: Modell molare Gibbs’sche Energie als Funktion des Druckes fiir die Situation
eines fest/fliissig p;s und eines flissig/gasformig py; Uberganges. Durchgezogene Linien entsprechen
der Gleichungen [18.25 und [18.26] Punktierte Kurven sind die dem Modell fehlenden instabilen
Segmente zwischen den Phasen.

VS S
Gn| gssd®

//"‘Sr@\\ Festkorper

pgs p

Gas

Abbildung 18.8: Modell molare Gibbs’sche Energie als Funktion des Druckes fiir die Situation
eines fest/gasformig p,s Uberganges mit immer instabiler fliissiger Phase. Durchgezogene Linien
entsprechen der Gleichungen [I8:25] und Punktierte Kurven sind die dem Modell fehlenden
instabilen Segmente zwischen den Phasen.
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Abbildung 18.9: Modell molare Gibbs’sche Energie als Funktion der Temperatur fiir die Situation
eines fest/fliissig p;s und eines fliissig/gasformig p,; Uberganges. Durchgezogene Linien entsprechen

der Gleichungen und

Abbildung 18.10: Modell molare Gibbs’sche Energie als Funktion der Temperatur fiir die Situati-
on eines fest/gasformig p,s Uberganges mit immer instabiler fliissiger Phase. Durchgezogene Linien

entsprechen der Gleichungen @ und @
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Kapitel 19

Phasendiagramme und die
Clausius Clapeyron Gleichung

In dieser Vorlesung studieren wir verschiedene Phasendiagramme. Phasendiagramme unterscheiden
sich stark voneinander, je nachdem, ob sie als Funktion mehrerer intensiver Variablen, oder als
Funktion von intensiven und pseudointensiven Variablen aufgetragen werden. In einem Phasendia-
gramm mit zwei intensiven Variablen, ist die Steigung einer Koexistenzkurve zwischen zwei Phasen
durch das Verhéltnis der Unterschiede der beiden konjugierten extensiven Variablen in den zwei
Phasen gegeben. Aus dieser Clausius Clapeyron Gleichung kann man einiges iiber die Ordnung
beider Phasen lernen.
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19.1 Phasendiagramme

Wenn wir die Modellgleichungen [18.25] und [I8.26] eine Reinstoffes als Funktion der Temperatur
und des Druckes untersuchen, finden wir Regionen in denen die Gasphase stabil ist, Regionen in
denen die Fliissigkeit stabil ist und Regionen in der der feste Aggregatzustand stabil ist. Ein sol-
ches Diagramm nennt man ein Phasendiagramm. Wahrend Stabilitétsregionen einer Phase Flachen
im Phasendiagramm sind, sind Regionen der Koexistenz, also der gleichzeitigen Stabilitdt zweier
Phasen Linien, und Regionen der Koexistenz dreier Phasen Punkte. Gasformige, fliissige und feste
Phase koexistieren am Tripelpunkt. Die Linie gleichzeitiger Stabilitdt des Gases und der Fliissigkeit
nennen wir die Dampfdruckkurve, die Koexistenzlinie von fest und fliissig die Schmelzkurve, und die
Koexistenz von fester und gasférmiger Phase die Sublimationskurve. Die Dampfdruckkurve reicht
vom Tripelpunkt zum kritischen Endpunkt, bei dem der Unterschied zwischen Gas und Fliissigkeit
verschwindet. In Abbildung[I9.1 haben wir ein typisches Phasendiagramm eines Standardmaterials
als Funktion der zwei intensiven Variablen: Temparatur 7" und Druck p aufgetragen.

A

kritischer
. Punkt
Festkorper
¢/ Flussigkeit
p 3
§ e
S o s>
025
Tripel
2 Gas
,\0@*@ Punkt
%\)‘)\‘((\9&
>
T

Abbildung 19.1: Phasendiagramm eines Materials mit fester, fliisssiger und gasférmiger Phase als
Funktion der zwei intensiven Variablen: Temperatur 7" und Druck p.

Phasendiagramme sehen anders aus wenn man sie als Funktion einer intensiven und einer exten-
siven oder pseudoextensiven Variable auftragt, was darauf zuriickzufithren ist das die extensiven
Variablen im Gegensatz zu intensiven Variablen fiir die koexistierenden Phasen nicht gleich sondern
verschieden sind. Das Volumen ist eine extensive Variable, und das molare Volumen eine Pseudo-
extensive Variable. Das molare Volumen zweier koexistierender Phase unterscheidet sich fiir die
beiden Phasen. Fiir Phasendiagramme als Funktion einer intensiven und einer (pseudo)-extensiven
Variable sind sowohl Regionen der Stabilitdt einer Phase als auch die Koexistenz zweier Phasen
Flichen, die Koexistenz dreier Phasen ist eine Linie. In Abb. tragen wir die Phasenregionen
und Koexistenzregionen eines Standard Material gegen das molare Volumen und die Temperatur
auf.

Phasendiagramme sehen anders aus wenn man sie als Funktion zweier extensiven oder pseudoexten-
siven Variable auftriagt. Fiir Phasendiagramme als Funktion zweier (pseudo)-extensiven Variablen
sind sowohl Regionen der Stabilitdt einer Phase als auch die Koexistenz zweier Phasen als auch
die Koexistenz dreier Phasen Flichen. In Abb. [I9.3] tragen wir die Phasenregionen und Koexis-
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kritischer
Punkt

T

Ttripe?

Festkorper

Gas

fest :fll'.]ssig V gasformig
Vm,tripel Vm,tripel m.¢ Vm,tripel Vm

Abbildung 19.2: Phasendiagramm eines Materials mit fester, fliisssiger und gasférmiger Phase als

Funktion der pseudointensiven Variablen V,,, und der intensiven Temparatur 7.

tenzregionen eines Standard Material gegen die molare Entropie S, und das molare Volumen V,,
auf.

Vm Gas

gasformig =
Vm,tripel E

Vm,c

flussig
Vm,tripel """"

fest
Vm,tripel i

Q

Issny

fest
m,tripel S m

leduy'w
Biwugysed S

leduy'w
b

Abbildung 19.3: Phasendiagramm eines Materials mit fester, fliissiger und gasférmiger Phase als
Funktion der beiden pseudointensiven Variablen S, und V,,.

19.2 Die Clausius Clapeyron Gleichung

Wir betrachten die Koexistenz zweier Phasen in einem Phasendiagramm mit zwei intensiven Va-
riablen I; und iy (Abb. .

Das thermodynamische Potenzial muss eine extensive Variable F5 haben, da es selbst extensiv ist.
Das thermodynamische Potenzial einer homogenen Phase schreiben wir als P(iy, 2, F3). Haben wir
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A

I

Abbildung 19.4: Koexistenz zweier Phasen in einem Phasendiagramm mit zwei intensiven Varia-
blen i; und 45 und Koexistenzlinie i5°**(iy).

eine Phasenkoexistenz mit E = E + E3 der extern kontrollierten extensiven Variable und E$ und
E§ den Anteilen der koexistierenden Phasen so betréigt das thermodynamische Potenzial Pqps¢ der
Koexistenz

Pupiit(in,ia, BS, ES) = Py(i1,i2, ES) + Py(iy, ia, EY) (19.1)

Ein Gleichgewicht wird erreicht wenn der Nichtgleichgewichtsparameter E2 das Koexistenz ther-
modynamische Potential Ps,;;; minimiert.

0= £’>PZ>E - 3,2 - g‘g; —ig i (19:2)
Aus der Extensivitdt des thermodynamischen Potenzials
Py(i1,i2, B3) = E3Py(i1,42,1), (19.3)
und folgen die zwei Gleichungen
i =i} (19.4)
Pu(i1, i, 1) = Py(i1,i2,1) (19.5)

mit den drei Unbekannten 41...i3, die fiir beliebiges i1, i und i3 keine Losungen haben sondern nur

fiir die Koexistenzkurve i5°°%(i;) 16sbar wird, fiir die wir die Gleichung

P, (i1,35°%(i1),1) = Py(i1, i5°%(i1), 1) (19.6)
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finden, die fir alle 41 gilt, weshalb die Gleichung auch fiir das totale Differenzial nach i; gilt:

d d
P,

—PFP, = —Fh 19.7
dil d’Ll b ( )

0 o _ dikx 9 8 _ dikeex
= Pot—P—F—=-"P+—P—= 19.8
6i1 + 87,2 dll 821 b+ 822 b le ( )
E% E% 7;12(0ex E® E¢ digoex 19.9
1+ o di, + Ly dis (19.9)

Wir 16sen nach der Steigung der Koexistenzlinie auf und erhalten die Clausius Clapeyron Gleichung

dis*™  Ef—E}  AFE
— = =— (19.10)
dll Eg — ES AEQ

Thermodynamische Potenziale mit zwei intensiven und einer extensiven Variable sind die Gibbs’sche
Energie G(p,T,n) mit den Variablen i1 = T und i = p und konjugierten Variablen E; = —S und
Ey =V, so dass wir fiir die Koexistenzkurve die Clausius Clapeyrongleichung;:

dpkoex AS
=4+— 19.11
dT +AV ( )
und das groB-kanonische Potenzial ®(7T,V, ) mit den Variablen i; = T und 2 = p und kon-
jugierten Variablen E; = —S und E; = —n, so dass wir fiir die Koexistenzkurve die Clausius
Clapeyrongleichung;:
dukocx AS
=—— 19.12
dr An ( )
finden.

19.3 Konsequenzen der Clausius Clapeyron Gleichung

19.3.1 Dampfdruckkurve

Wir wollen die Dampfdruckkurve einer fliissig/gas Koexistenz berechnen. Die molare Entropie und
auch das molare Volumen des Gases ist grofler als die molare Entropie und das molare Volumen der
Flissigkeit und es gilt AS > 0, AV > 0, woraus wir mit der Clausius Clapeyron Gleichung folgern
dass die Steigung der Dampfdruckkurve

dp'/9
dT

>0 (19.13)

positiv ist. die Enthalpie Differenz bei konstantem Druck ist die vom Material aufgenommene
Wiérme beim Verdampfen

5Q = AH = TAS (19.14)

und hat auf ein Mol normiert den Namen latente Warme AH,,. Wenn wir die latente Wéirme
als temperaturunabhéngig approximieren und das molare Volumen der Fliissigkeit gegeniiber dem



230 KAPITEL 19. PHASENDIAGRAMME UND DIE CLAUSIUS CLAPEYRON GLEICHUNG

molaren Volumen des Gases vernachléssigen finden wir

dpl/g AI{m VT;L]L>7>V7ln A13’171 ideales Gas AIq}n pl/gAHm

_ - o - 19.15
dT ~— TAV,, TV TRT/pis RT? (19.15)
dp'’9  AH,, dT
/9 AH, 11

P m
Int— =—=m 19.17
Do R <T0 T0> ( )
pi/9 = phoez =S (19.18)

Die Dampfdruckkurve passt fiir Driicke die dem kritischen Druck fern bleiben, wo die Approximation
V9 > V! noch giiltig ist. Der asymptotische vorhergesagte Dampfdruck p., des Modells (siehe Abb.
119.5)) ist offensichtlich falsch, denn die experimentelle Dampfdruckkurve endet am kritischen Punkt.

091

08

0.74

0.6

I/g9 05+
p"o/p_

04

03+

o

"RT/AH.,

Abbildung 19.5: Dampfdruckkurve fiir eine konstante latente Warme AH,,, und fiir den Bereich
in dem das molare Volumen des Gases sehr viel groffer ist als das der Fliissigkeit.

19.3.2 Schmelzkurve

Im Normalfall ist die molare Entropie und das molare Volumen der Fliissigkeit grofier als die selben
Groflen im Festkorper, so dass gilt

dps/l
dr

>0 Normalfall (19.19)

Eine Ausnahme zu dieser Regel ist Wasser dessen festes molares Volumen V,$#20 > V1LH20 griBer
ist als das fliissige molare Volumen (Eisberge schwimmen auf dem Ozean). Die Schmelzkurve hat
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deswegen eine negative Steigung
dps/ l
dr
Dies hat zahlreiche wichtige Konsequenzen: z.B. schmilzt Eis wenn es unter Druck gesetzt wird was
zur Bewegung von Gletschern auf ihrer Unterlage fiihrt und auch das Eislaufen ermoglicht.
Ein weiterer Spezialfall liegt bei der Schmelzkurve von 3He vor. Hier ist das molare Volumen des
fliisssigen Heliums zwar grofler als das molare Volumen des festen Heliums V,ZT;SH ¢ > Vnsf’H ¢ aber die

moslare Entrg)pie der Fliissigkeit ist in einem gewissen Bereich niedriger als die des festen Heliums
Sl He o gs°He (giche Abb. [19.6).

<0 Wasserfall (19.20)

flussig

10%  10° 102 10705 1 10 100

Abbildung 19.6: Phasendiagramm von 3 He mit abnormaler Schmelzkurve (Sf;:H €< Sf,;sH € rot)
und normaler Schmelzkurve (S,lq’jH € > SZfH ¢ griin).

Fliissiges ®He ist also geordneter als festes 3He . Wenn wir im roten Bereich Druck auf die Fliis-
sigkeit ausiiben wird das System weniger geordnet und muf} latente Warme aufnehmen so dass die
koexistierenden Phasen kélter werden und entlang der anormalen Schmelzkurve zu niedrigeren Tem-
peraturen wandert. Das Kiihlen unter Druck bei 3 He nennt man den Pomerantschukeffekt. Neben
der fliissigen Phase von 2 He existieren zwei suprafliissige Phasen. Die Trennlinie zwischen fliissiger
und suprafliissiger Phase ist keine Phasenkoexistenzlinie, sondern eine Linie eines Phaseniibergangs
zweiter Ordnung. Die molaren Volumina und Entropien dieser beiden Phasen unterscheiden sich
nicht, sondern die suprafliissige Phase ist eine Mischphase aus einer Komponente des 3He, wel-
che viskositatsfrei ist und einer Komponente, die viskos ist, die miteinander koexistieren. Dass
die supraleitende Phase eine Mischung aus zwei Komponenten ist sehen wir auch daran, dass das
Koexistenzgebiet hier keine Linie sondern eine Fliche ist. Die im Kapitel zu besprechende
Gibbs’sche Phasenregel besagt fiir ein flachiges Koexistenzgebiet zweier Phasen als Funktion zweier
intensiver Variablen eine Fléche voraus sobald mehr als eine Komponente vorliegt.
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19.4 *He

Der Vollstindigkeit halber zeigen wir ebenfalls das Phasendiagramm von *He (Abb. [19.7). Auch
hier gibt es eine suprafluide Mischphase aus einer Komponente des * He, welche viskosititsfrei ist
und einer Komponente, die viskos ist, die miteinander Koexistieren. Die Suprafluiditat tritt bei

4He bereits be Temperaturen von 2K auf, wiahrend wir fiir 3He hierfiir in den mK-Bereich gehen
miissen.

o fest
2.5 MPa

flussig

ﬁ\ssﬂ\}eldns

2.2 T

Abbildung 19.7: Phasendiagramm von *He.

19.5 Ubungen

19.5.1 Van der Waals Gleichung am kritischen Punkt

Leiten Sie den kritischen Druck und die kritische Temperatur aus der van der Waalsgleichung ab.
Entwickeln Sie die van der Waals Gleichung bis zur dritten Ordnung in der Abweichung des Druckes
der Temperatur und der Dichte von den kritischen Werten.

Wie nimmt der Dichteunterschied fliissig/gas formig mit der Temperaturabweichung vom kritischen
Punkt zu?
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19.5.2 Kklassisches Gas, Bosegas, und Fermigas

Sie haben ein klassisches ideales Gas in einem Volumen V. Sie teilen diesem plotzlich mit, dass es
sich gefilligst ab sofort wie ein Bosonen (Fermionen) Gas verhalten solle. Was passiert mit dem
Druck nachdem die Teilchen im Gas ihrer Aufforderung folgen?

19.5.3 Koexistenzkurven am Tripelpunkt

Am Tripelpunkt koexistieren miteinander drei Phasen a, b und c. Sie tragen das Phasendiagramm
als Funktion der zwei intensiven Variable i; und 7o auf. Die drei Phasenkoexistenzlinien ig/ b(il),

ig/c(il) und ig/b(il) treffen sich im Tripelpunkt unter den Winkeln «a,, o und .. Zeigen Sie, dass
alle Winkel «,, ap und a, kleiner als 7w sind.

19.5.4 Schmelzkurve von Wasser

Das Verhéltnis der molaren Volumina von Wasser zu Eis bei einem Druck von p = latm und einer
Temperatur von 7' = 0°C' ist 1.000 : 1.091. Die latente Wérme betriagt AH,,, = 80cal/g. Bestimmen
Sie die Steigung der Schmelzkurve.
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Kapitel 20

Mehrkomponentensysteme

In dieser Vorlesung betrachten wir Systeme aus mehereren verschiedenen Komponenten. Die mola-
ren Beitrige eines Stoffes zu einer extensiven Variable kénnen als zweite Ableitungen der Gibbs’schen
Energie nach der konjugierrten intensiven Variable und der Anzahl der Mole des Stoffes geschrie-
ben werden. Wir behandeln das Modell einer reguldren Mischung, erstellen ein Phasendiagramm
fir die Entmischung eines Systems, und leiten mit diesem verschiedene Gesetze liber koexistierende
Mischphasen ab.

235
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20.1 Gibbs Duhem Relation

Wir betrachten die Gibbs’sche Energie eines aus den Komponenten A...R bestehenden Systems.
Aus der Extensivitit der Gibbs’schen Energie folgt

Gp,T,ana,anp,...,ang) = aG(p,T,na,npg,....,nR) (20.1)

Wir differenzieren R0.1 nach o an der Stelle @ = 1 und erhalten

d d
— T = — T 20.2
daG(p’ , AN A, AN B, ,Oé?’lR) ) daaG(p’ yNA, N B, 7”R) ( 0 )
R
oG
> nio— =G (20.3)
by 871,’

und es folgt die Gibbs Duhem Relation

R
i=A

Das chemische Potenzial p; ist also ein Mass fiir den Beitrag des Stoffes i zur Gesamtgibbs’schen
Energie. Wir berechnen das Volumen

e O 092G
= -_— = ; = ; 2 .
v 8p> an 8p> an&u@p) (205)
Tn; Tn; Tnj#n;

% %

Der molare Beitrag des Stoffes i zum Volumen bezeichnen wir als das molare Volumen des Stoffes
in dem Mehrkomponentensystem

0?°G
Vim = ; )
8ni8p> (20.6)
T,nj;éni
so dass gilt
V= E ;i Vim.- (20.7)

Beachten Sie, dass im Allgemeinen das molare Volumen des Stoffes in einer Mischung
Vim = Vim0, Ty x4, ooy iy ooy kR) Z Vi (0, Ty 24 =0, .2, = 1, ..., 2 = 0) (20.8)

nicht mit dem molaren Volumen des Reinstoffes i identisch ist sondern von der Zusammensetzung
der Mischung abhéngt. Analog definieren wir die molare Entropie eines Stoffe ¢ in der Mischung
als:

0?°G
Sim = _amaT> ’ (20:9)
PN FEN;
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20.2 Die Mischungsenthalpie

Wenn wir einen Stoff A mit einem Stoff B Mischen so gehen benachbarte Molekiile A, und B
miteinander physikalische oder auch chemische Bindungen A — A, B— B und A — B ein. Die molare
Enthalpien dieser Bindungen bezeichnen wir mit HA4, HEB und HAB. Wenn wir Mischen miissen
wir A — A und B — B Bindungen aufbrechen und A — B Bindungen dafiir erzeugen, was wir als
chemische Reaktion

%A—A+%B—B<—>A—B (20.10)

schreiben kénnen. Pro Mol gemischten Material brauchen wir
- 1
AH™® = HAB _ 3 (HA* + HEP) (20.11)

Wenn wir n Mole an Stoffen mit Molenanteilen x4 und xp in der Mischung haben so ist

‘Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit eine
ein Molekiil A zu finden Bindung zu Molekiil B einzugehen

Das Produkt xzazp ist die Wahrscheinlichkeit eine halbe A — A-Bindung und eine halbe B — B-
Bindung durch eine A — B-Bindung zu ersetzten. AH™ hiingt von p, T und 24 ab (x5 = 1—x4).
In niedrigster Ordnung kann die z4- Abhéngigkeit von AH™ fiir die Mischungsenthalpie H™"*
vernachlissigt werden und wir schreiben

AH™* ~ BRT (20.13)

mit einem Koeffizienten 3, so dass wir eine Modellmischungsenthalpie

iz nARTx (1 — x4) = nBRT |:jl — (g — ;)2] (20.14)

eine bei x4 = 1/2 zentrierte Parabel finden, die fiir § > 0 ihre Minimalwerte bei z4 = 0und x4 = 1
hat (Abb. [20.1).

Die Mischungsenthalpie in der Minoritétsregion x4 ~ 0 des Stoffes A zeigt in diesem Bereich ein
lineares Verhalten mit dem Molenbruch x 4. Auch in der Majoritétsregion x4 =~ 1 des Stoffes A ist
das Verhalten annéhernd linear.

Wir vergleichen das Verhalten der Mischungsenthalpie mit dem Verhalten der Mischungsentropie
die fiir eine bindre Mischung die Form

Smix = —nR(xalnzs — (1 —z4)In(l —z4)) (20.15)

hat. Wir tragen die Mischungsentropie in Abb. 20.2] gegen den Molenbruch z 4 auf.
Im Gegensatz zur Mischungsenthalpie hat die Mischungsentropie einen unendlich steilen Anstieg
(Abstieg) als Funktion des Molenbruchs x4 in der Minoritits (Majoritits)-region.
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Xa

Abbildung 20.1: Die Mischungsenthalpie als Funktion des Molenbruchs x 4.
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Abbildung 20.2: Die Mischungsentropie als Funktion des Molenbruchs z 4.
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20.3 Die Gibbs’sche Energie einer reguliren Mischung

Das Modell der Gibbs’schen Energie einer reguldren bindren Mischung beriicksichtigt die Gibbs’schen
Energien der Reinstoffe, die mischungsentropischen Beitrdge und Mischungsentalpischen Beitrége
zur Gibbs’schen Energie:

G =naply +npup — TS™*  gmix (20.16)

Reinsubstanzen
=nzapy +nepul +nRT (xalnazs — (1 —z4)In(1l —24)) + nBRTzA(1 — 24) (20.17)
(20.18)

Im Falle g = 0 heifit die Gibbs’sche Energie [20.16] Gibbs’sche Energie einer idealen Mischung.
Wir tragen die drei zu einer reguldren bindren Mischung beitragenden Anteile der Gibbs’schen
Energie gegen den Molenbruch z 4 auf (Abb20.3).

A \

+T- +

NaMA,

G

mi mix
Grein S ‘H

>

v
0 02 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0
Xa Xa

Abbildung 20.3: Die Anteile der Gibbs’schen Energie einer regularen Mischung als Funktion von
TA.

Die Summation der Anteile fiihrt fiir niedrigere Temperaturen in Folge des konkaven Mischungs-
enthalpieanteils zu einer Entmischung, wéhrend die Mischungsentropie das Geschehen bei hohen
Temperaturen dominiert und zu einer iiberall konvexen Gibbs’schen Energie und damit stabilen
Gibbs’schen Energie eines homogen gemischten Systems fithrt. Abb. zeigt die Gibbs’sche Ener-
gie unterhalb T' < T, bei T'= T, und T > T, oberhalb der kritischen Temperatur.

Wir erstellen aus der Doppeltangentenkonstruktion in Abb. ein Phasendiagramm des entmi-
schenden Systems. Bei tiefen Temperaturen gibt es ein Koexistenzgebiet einer A —reichen mit einer
B — reichen Phase. Aufgrund der Mischungsentropie ist eine reine Phase nicht moglich und jede
der beiden koexistierenden Phase enthélt eine nicht verschwindende Minoritatskomponente.
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Nala

Nglp
T>T,

0 02 04 056 08 1
XA

Abbildung 20.4: Die Gibbs’sche Energie einer bindren reguldren Mischung mit 5 > 0 als Funktion
von x4 unterhalb T' < T, bei T'="T, und T > T, oberhalb der kritischen Temperatur.

kritischer
Punkt

0 XA 1

Abbildung 20.5: Phasendiagramm einer binédren reguldren Mischung mit 8 > 0 als Funktion von
x4 und T'.
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20.4 Die chemischen Potenziale einer reguliaren Mischung

Die Gibbs’sche Energie einer mehr als binédren reguldren Mischung lautet:

i 1 inj
G=> nip + RTY niln o+ SRTY  fij i (20.19)
i B 2ny 2 Py >
wir berechnen das chemische Potenzial des Stoffes 3.
oG
i = 20.20
[ am) (20.20)
p,Tnj#n;
'y RTIn < 4 RTm, [ = ! +RTY ! (20.21)
= Ky N—=—— ni|\ ——< L — .
Zj nj 1 Zj n; Py Zj nj
Z- iﬁinTnjn — Z : Zﬂ”RT’anLJ
+ =7 e 7 (20.22)
= p} + RTIna; + RTZ—3" 5,1 (20.23)
n 4 n
J#i
_ 1
=+ RTIna; + RT(1—2:) Y Bijx; (20.24)
i
(20.25)
Fiir ein binédres System gilt:
pa=ply +RTInz, + BRTTY (20.26)
Fiir ein ideales Gas in einem binédren System gilt
s Gas — L4 RTIn % (20.27)

20.5 Fliichtige Fliissigkeitsmischungen

Eine Stoffsorte C liege beim Druck p und der Temperatur 7' als Gas vor, wihrend die Stoffsorte
B als Fliissigkeit vorliege. Eine dritte Stoffart koénne sich sowohl mit dem Gas C' als auch mit der
Flissigkeit B mischen. Wir interessieren uns fiir die Partition der Komponente A in den beiden
Phasen. Sowohl das Gas als auch die Flissigkeit betrachten wir als ein bindres Gemisch, also
ein reguldres Gemisch aus der fliisssigen Komponente A mit B und ein ideales Gasgemisch der
gasformigen Komponente von A mit dem idealen Gas C' Abb

Die Komponente A ist also im chemischen Gleichgewicht, so dass das chemische Potenzial der
Komponente A in der Fliissigkeit gleich dem im Gas ist.

1% (p,T) + RT Ina’ = 1% (p, T, 2%) = py(p, T, 2'y) = p5' (9, T) + RT Inaly + BRT(1 — 2%4)?,
(20.28)
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A/C gasformig

Abbildung 20.6: Partition einer Komponente A in der gasférmigen und fliissigen Phase.

wobei 2% und z!; die Molenbriiche von A im Gas und der Fliissigkeit bezeichnen. Fiir den Koexis-
tenzdruck p'{?"(T) = p'[%(¢!y = 2% = 1,T) der reinen fliissigen Komponente A mit der reinen
gasformigen Komponente von A sind die beiden reinen chemischen Potentiale

w5 40N, T) = Wi 4N (T),T) (20.29)

identisch. und aus den Gleichungen folgern wir

RTInz% = RT Ina'y + BRT(1 — 2%)? (20.30)
l/g T l

(ol = PA T ot e (801 - aty)?) (2031)
pa” (T)

Der Partialdruck der Komponente A im Gasgemisch ist dann gegeben durch

PAO(T, 2Yy) = P2 (T)aly exp (B(1 — o)) (20.32)

und ist gegentiber dem Gas/Fliissig-Koexistenzdruck der reinen Komponente A herabgesetzt(heraufgesetzt)
wenn der Mischkoeffizient 5 < 0 (8 > 0) ist, und die Mischungsenthalpie in der Fliissigkeit das
Mischen untestiitzt (behindert). Im Grenzfall 2!, — 1 wird A zur Majoritétskomponente der Fliis-
sigkeit und wir finden das Raoultsche Gesetz

pAAT, 7Yy — 1) = 27N (T) (20.33)

Im umgekehrten Grenzfall 7'y — 0 wird A zur Minorititskomponente der Fliissigkeit und wir finden
das Gesetz von Henry

PAT, oy — 1) = 2l K0 (T) (20.34)

mit der Henrykonstante
1/g, /g,
E{7%(T) = p{"!(T) exp (B) (20.35)

Den Fall # < 0 bezeichnet man als exothermes Mischen, den Fall 5 > 0 als endothermes Mischen.
In Abb. 20.7] tragen wir den Partialdruck der Gaskomponente normiert auf den Partialdruck des
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Abbildung 20.7: Partialdruck der Gaskomponente A iiber der Fliissigkeitsmischung, normiert auf
den Partialdruck der Komponente A iiber der reinen Fliissigkeit A aufgetragen tiber den Molenbruch
der Komponente A in der Flissigkeit fiir verschiedene Mischparameter § = —1,0, 1.

p;/g (T@%)

7 () gegeniiber dem Molenbruch der Komponente A in
A

Gases iiber der reinen Flissigkeit A

der Fliissigkeit auf.

Ein urspriinglich nur in der Flissigkeit geloster fliichtiger Stoff A wird also solange verdampfen bis
der Molenbruch x% so stark abgenommen und der Molenbruch z¥ so stark zugenommen hat, dass
das Paar 2!y, 2% auf der Koexistenzkurve liegt. Ein Wert 2% = 1 ist dann nur méglich wenn auch
zYy =1 ist, also eine Reinsubstanz vorliegt.

20.6 Siedepunkterhohung

Bei einer Fliissigkeitsmischung zwischen Stoff A und Stoff B aber einer fehlenden Gaskomponente
C (2% =1) (Abb. 7 kann die Fliissigkeit nicht mehr beim selben Partialdruck und derselben
Temperatur wie der Reinstoff koexistieren. Jetzt muss das Gas nicht mehr durch Anpassung von
7% an !4 # 1, sondern es muss sich der Druck oder die Temperatur anpassen um eine Koexistenz
zu ermoglichen. Wir betrachten die Situation bei einem festen Druck.

Die Siedetemperatur T%/9(z!,) der Fliissigkeit wird sich jetzt mit !, verindern und die Bedingung
chemischen Gleichgewichts der Komponente A zischen den beiden Phasen wir zu:

pa (@l p, TV (aly)) = py (2% = 1,p, T (aly)) (20.36)

Wir nehmen an, dass die Komponente B Minoritdtskomponente in der Fliissigkeit ist, weshalb die
Siedetemperatur als

dr'/?
A da'y (20.37)

Tl/g ! :Tl/g
(24) =T4" + dz,
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A gasformig

Abbildung 20.8: Koexistenz eines reinen A- Gases mit einer reguliren fliissigen A/B Mischphase.

Taylorentwicklung nach dem Molenbruch der Minoritatskomponente geschrieben werden kann. Wir
betrachten die Fliissigkeit als eine ideale Mischung und finden fiir die Anderung des chemischen
Potenzials der Fliissigkeit

ol oy dry’
duly (e, . TV (@) = S| (—da) + 54 —A—day (20.38)
oxly | _ oT e daly
x5 1 T=TY"
9 dT9
~RTY{?da'y — SA1 5 (20.39)
dz'y
Fiir die Anderung des chemischen Potenzials des Gases finden wir
1/g(..l 5#3 dTix/g l
duy(p, T4 (24)) = 7 ) (20.40)
T:Ti{g B
T’
= —Sp9—Adaly (20.41)
dx
B

Die Anderungen beider chemischen Potenziale miissen gleich sein und wir finden unter Benutzung
von ASA = 849 — g4l oder der latenten Wirme AH;2 die Siedepunkterhohung

deg/g _ RTi/g _ R(T}L‘/g)2
del;, — ASA  AHA

(20.42)

Wenn wir eine Verunreinigung B in die Fliissigkeit einbringen erhoht sich der Siedepunkt der
Flissigkeit, da die Entropie der Flissigkeit um die Mischungsentropie zunimmt und die Gibbs’sche
Energie der Fliissigkeit entprechend abnimmt. Der Schnittpunkt zwischen Gibbs’scher Energie der
Flussigkeit mit der Gibbs’schen Energie des Gases verschiebt sich zu hoheren Temperaturen (Abb.
20.9)
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Abbildung 20.9: Gibbs’sche Energien der Aggregatzustidnde. Die fliissige Phase nimmt beim ver-
unreinigen um —7'S,,;, ab, weshalb sich der Siedepunkt erhcht und der Gefrierpunkt erniedrigt.

20.7 Gefrierpunkterniedrigung

Analog der Argumente der Siedepunktserhéhung finden wir eine Gefrierpunkteserniedrigung.

l/s l/s l/s
dry® _ RTY{®  R(T{")? (20.43)
dz'ly ASA AHA '

wobei hier ASA = SA! — 845 die Entropieunterschiede und die latente Wirme des fest /fliissig
Uberganges eingehen. Wie die Siedepunkteerhohung resultiert auch die Gefrierpunkteerniedrigung
durch die Absenkung der Gibbs’schen Energie der Flissigkeit um den Mischungsentropiebeitrag

(Abb.[20.9).

20.8 Osmotischer Druck

Wir betrachten eine mit B verunreinigte Fliissigkeit A die durch eine semipermeable Wand, von
einer reinen Fliissigkeit A getrennt ist (Abb. . Die Membran sei durchléssig fiir den Stoff
A, aber undurchléssig fiir den Stoff B. Im chemischen Gleichgewicht bei konstanter Temperatur
miissen die Driicke auf beiden Seiten verschieden sein, so dass auf der Membran ein Nettodruck,
der osmotische Druck lastet. Im chemischen Gleichgewicht gilt.

pa(p,xp =0) = pa(p’, x5 # 0) (20.44)
pa(p,0) = pa(p’,0) + RTInx (20.45)
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Abbildung 20.10: Eine semipermeable Wand trennt eine mit B verunreinigte Fliissigkeit A von

einer reinen Fliissigkeit A

Wir schreiben p’ = p + dp, entwickeln nach dp und finden

0
pa(p’,0) = pa(p,0) + aL;(p’ —p) = pa(p,0) + Via(p' — p)

und
0=VAW —p)+ RTIn(1 — 25) " VAW — p) — RTzp

Den Druckunterschied
, RT

bezeichnet man als den auf der Membran lastenden osmotischen Druck.

(20.46)

(20.47)

(20.48)
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Kapitel 21

Chemische Reaktionen

In dieser Vorlesung behandeln wir Mehrkomponentensysteme mit mehreren Phasen in Koexistenz.
Die Anzahl der frei wihlbaren Variablen in der Phasenkoexistenz sind durch die Gibbs’sche Pha-
senregel festgelegt. Mischungen in der Phasenkoexistenz haben in den Phasen in der Regel un-
terschiedliche Molenbriiche. Wir leiten eine Gleichgewichtsbedingung fiir chemische Reaktionen ab.
Fiir ideale Mischungen wird das chemische Reaktionsgleichgewicht durch das Massenwirkungsgesetz
beschrieben. Die Mischungsentropie verhindert ein volles durchreagieren der Reaktion.

249
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21.1 Die Gibbs’sche Phasenregel

Die Gibbs’sche Energie ist fiir ein System aus C' Stoffen, die in P-Phasen miteinander koexistieren
und iiber R chemische Reaktionen ineinander umwandeln kénnen eine Funktion des Druckes p

der Temperatur 7" und von P(C' — 1) unabhéngigen Molenbriichen (der C'te Molenbruch z¥%, =
1—2?:11 x? ist nicht unabhéngig) der jeweiligen Phasen. Wir haben damit 2+ P(C'—1) unabhéingige
Variablen, ndmlich:

p, T

x%, x%xé Molenbriiche in Phase 1
x%, x%x% Molenbriiche in Phase 2
zt xf...xg Molenbriiche in Phase P

Die physikalische Phasenkoexistenz der P Phasen fithrt zu den C(P — 1) chemischen Gleichge-
wichtsbedingungen jedes Stoffes zwischen jeden Phasen.

i = pi= ... = x¥ P — 1 Gleichungen fiir Stoff 1
s L pas = = zf P — 1 Gleichungen fiir Stoff 2
1 1 9 P-1 p . o .
o =po =... = Z¢ P — 1 Gleichungen fiir Stoff C

Die R chemischen Reaktionen liefern R weitere Reaktionsgleichgewichtsbedingungen.

Der Unterschied in der Anzahl der unabhéngigen Variablen zu den Gleichgewichtsnebenbedingungen
gibt die Dimension der Raumes der Freiheitsgrade an die in der Phasenkoexistenzregion unabhéngig
variiert werden kénnen:

Frethohsgrade — 2T LE 1) = c(p—1) - R =2+C—R-P (21.1)
unabhéngige Phasenkoexistenz- R.eaktiops-
Variablen bedingungen gleichgewichte

Gleichung heiBt die Gibbs’sche Phasenregel und beschreibt die Anzahl frei wihlbarer intrinsi-
scher Variablen eines Phasenkoxistenzgebietes mit P Phasen, C' Komponenten und R chemischen
Reaktionen.

Wir stellen einige Beispiele fiir die Gibbs’sche Phasenregel zusammen:

21.1.1 Ein Komponenten Systeme

C=1 P=1 R=0 F=2 2B Phasendiagramm als p, T-Diagramm
C=1 P=2 R=0 F=1 p*/Y(T) (Schmelzkurve)
C=1 P=3 R=0 F=0 Tripelpunkt
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21.1.2 Zwei Komponenten Systeme
z.B NH,Cl + H,O

C=2 P=1 R=0 F=3 z.B Phasendiagramm als p, T, x y g, ci-Diagramm

C=2 P=2 R=0 F=2 Tl o0 1), 2% 1,00 (0, T) 2.B. fliissig + gasformig

C=2 P= R=0 F=1 T,pT), %y, X m,01(T)s g, o0 (T) fliissige Losung+Gas+Festkorper
C=2 P=4 R=0 F=0 fliissige Losung+Gas+Eis+Salz

21.1.3 Drei Komponenten Systeme

zB OH~ + H" + HyO
C=3 P=1 R=1 F =3 2B Phasendiagramm als Funktion von p, T, —log;,(x g+ )-Diagramm

21.2 Destillation

Wir betrachten eine ideale Mischung aus zwei fliichtigen Komponenten A und B. Der Siedepunkt
beider reinen Substanzen sei unterschiedlich Ti‘/ ¥ < T]l3/ 9. Wihrend das chemische Potential i (z!y)
des Stoffes A in der Gasfliissigkoexistenz mit dem Molenbruch z!, der Komponente A in der Fliis-

sigkeit vom Minoritétswert x4y = 0 zum Majorititswert 2!, = 1 monoton zunimmt, muss die

Siedetemperatur von TY nach T/ wandern. Wir folgern deshalb aus der Clausius Clapeyron

Gleichung [19.12] dass il R N
__8/na  Aax4
= U5~ AS  AS, (212)
Ha

Die Entropie des Gasgemisches ist grosser als die der Fliissigkeitsmischung weshalb also der Molen-
bruch des Stoffes A in der Gasphase ebenfalls grofier sein muss als in der Fliissigkeit 29 > zly. Wir
folgern, dass das Raoultsche Gesetz z% = 7Yy flir zwei fliichtige Komponenten nicht gelten
kann und somit der Mischungsenthalpiekoeffizient 5 # 0 nicht verschwinden darf. Zwei fliichtige
Komponenten mit unterschiedlichem Siedepukt haben eine nicht verschwindende Mischungsent-
halpie. Fiir die Reinsubstanzen verschwindet der Molenbruchunterschied Az 4 = 0, weshalb das
chemische Potential der Koexistenz mit unendlicher Steigung im p4, 7 Diagramm aus den beiden
reinen Siedepunktwerten herauslaufen muss.

In Abb. tragen wir ein T,z 4- (intensiv,pseudointensiv)-Phasendiagramm einer typischen A, B
fliichtigen Mischung auf.

Wir kénnen die Komponente A durch destillieren anreichern. Hierzu Verdampfen wir die fliissige
Mischung partiell, so dass im Dampf ein hoherer Anteil an A vorhanden ist. Wir kondensieren den
verdampften Bruchteil durch Kiihlen in einem neuen Behélter und wiederholen den Prozess mehrere

Male (Abb. BL3).
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gasformig gasformig

+

flissig

1a19(x,=0) () %) Xp 1

Ig g _)
Ua HA'9(xa=1)
Abbildung 21.1: links Koexistenztemperatur als Funktion des chemischen Potenzials der Kompo-
nente A. rechts Phasendiagramm der Gas/Fliissig Koexistenz einer Mischung aus der fliichtigeren
Komponente A und weniger fliichtigen Komponente B. Bei der Temperatur T betragen die Molen-
briiche der Koexistierenden gasformigen und fliissigen Phase 9% (T) und 'y (7).

i flissig
Heizplatte

0 Xa 1

Abbildung 21.2: Prinzip der Destillation

21.3 Azeotrope Mischungen

Wenn die Mischungsenthalpie in der Fliissigkeit stark negativ ist, wird die fliissige Mischung bei
mittleren Molenbriichen eventuell stabiler, als der weniger fliichtige Reinstoff. Es gibt dann einen
azeotropen Molenbruch %’ bei dem die Siedetemperatur maximal wird. Fiir die azeotrope Kon-
zentration gilt dann mit der Clausius Clapeyron Gleichung [19.12]

dT'/9 Az y
E RN (213
'uA azeotrop m

dass an der azotropen Konzentration auch Az 4 = 0 der Unterschied der Molenbriiche der Gasphase
und der fliissigen Phase verschwinden muss. Die umgekehrte Situation bei einer stark positiven
Mischungsenthalpie wird die Fliissigkeit bei mittleren Molenbriichen in die Gasphase verdrangt
und der Siedepunkt der Mischung liegt unterhalb des Siedepunktes der fliichtigeren Phase. Es gibt
dann einen azeotropen Molenbruch z%* bei dem die Siedetemperatur minimal wird. Auch hier
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verschwindet Ax 4 = 0 der Unterschied der Molenbriiche der Gasphase und der fliissigen Phase bei
der azeotropen Konzentration.

Destilliert man ein azeotropes Fliissigkeitsgemisch mit negativer Mischungsenthalpie, so wandert der
Molenbruch des Destillats vom azeotropen Molenbruch weg und der Molenbruch der verbleibenden
Fliissigkeit zum azeotropen Molenbruch hin. Destilliert man ein azeotropes Fliissigkeitsgemisch mit
positiver Mischungsenthalpie, so wandert der Molenbruch des Destillats zum azeotropen Molenbruch
hin und der Molenbruch der verbleibenden Fliissigkeit vom azeotropen Molenbruch weg (Abb. .

AH,,>0

asformig

flissig

X, azeotrop X,
Xp22010P A Xp A

Abbildung 21.3: x4, T-Phasendiagramm einer azeotropen Mischung mit negativer (positiver)
Mischungsenthalpie der Fliissigkeit.

21.4 Eutektikum

In Abb. zeigen wir das z 4, T, p-Phasendiagramm eines binéren fliissig/fest/fest Mischsystems
fiir einen festen Druck p. Bei der eutektischen Temperatur koexistieren die A-reiche und die A-arme
feste Phase mit der fliissigen Phase. Die eutektische Temperatur ist die niedrigste Temperatur, die
fur die Flissigkeit bei dem festen Druck p moglich ist.
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Abbildung 21.4: x4, T-Phasendiagramm einer bindren Mischung mit Eutektikum.

21.5 Chemische Reaktionen

Eine chemische Reaktion mit Edukten R; und Produkten P; kénnen wir als
> VRRi Y vpP; (21.4)

schreiben, wobei die v > 0 die stéchiometrischen Koeffizienten der Edukte und die v% > 0 die
stochiometrischen Koeffizienten der Produkte bezeichnen. Wir schreiben die Reaktion um, so dass
alle Komponenten auf einer Seite stehen

04 Y uC; (21.5)

und erkennen die Edukte daran, dass die neuen stochiometrischen Koeffizienten fiir Edukte negativ
sind v; < 0, wiahrend die stochiometrischen Koeffizienten der Produkte positiv sind v; > 0.

v; <0 = C; istein Edukt

v; >0 = C; istein Produkt
Beispielsweise konnen wir die Reaktion von Wasserstoff und Sauerstoff zu Wasser als

schreiben mit den stochiometrischen Koeffizienten vy, = -2, vo, = —1, und vg,0 = +2.

Vor dem Beginn der Reaktion seien n? die Anzahl der Mole der Stoffes i = 1,2, 3... Wenn wir eine
bestimmte Menge der Anfangssubstanzen mit der Reaktion entsprechend der stéchiometrischen
Koeffizienten umsetzen, so betrigt die neue Menge an Stoffen

ni = nd + v (21.7)
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wobei wir £ > 0 den Umsatz der Reaktion nennen. Der Umsatz der Reaktion ist ein Nichtgleich-
gewichtsparameter. Der Gleichgewichtsumsatz einer chemischen Reaktion bei festem Druck p und
fester Temperatur T" wird im chemischen Gleichgewicht erreicht, wenn die Gibbs’sche Energie des
Mehrkomponentensystems minimiert wird:

_dG 0G dny 3G@ 8G%

O=—=——7F5+— e 21.8
A " Ony dE T Omg dE T omy de (21.8)
Die Ableitung der Stoffmenge i nach dem Umsatz
dni d 0
& = g () = v (21.9)
sind aber gerade die stochiometrischen Koeffizienten.
und mit oG
= L 21.10
o, M (21.10)

folgt die Bedingung fiir das chemische Gleichgewicht:
> vipi =0 (21.11)

Beachten Sie, dass wir bei der Phasenkoexistenz zweier Phasen die chemischen Potenziale des selben
Stoffes in den verschiedenen Phasen gleichsetzen mussten um ins chemische Gleichgewicht beider
Phasen miteinander zu kommen. Beim chemischen Gleichgewicht einer chemischen Reaktion hin-
gegen sind im chemischen Gleichgewicht chemische Potenziale verschiedener Stoffe in der selben
Phase involviert.

Das chemische Gleichgewicht der Reaktion

2Hy + Oz ¢ 2H50 (21.12)
lautet
2tr, + 110y = 20,0 (21.13)
21.6 Chemische Reaktionen idealer Mischungen
Das chemische Potenzial in einer idealen Mischung lautet
i =" + RT In (21.14)

Wir folgern aus dem chemischen Gleichgewicht [21.11] dass
O:ZVZ‘/LZ' :ZVi,ufW—i—RTZVixi (21.15)

> vt + RTIn ]« (21.16)

X p’LLT‘
Hx;“ = exp <—Zl;rﬁz > (21.17)
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Wir vergeben den Namen
Z vl = AGPUT (21.18)

die Reaktions Gibbs’sche Energie. Die Reaktionsgibbs’sche Energie ist die Anderung der Gibbs’schen
Energie pro Mol des Umsatzes, die bei einer fiktiven Reaktion der Stoffe auftréte, wiren diese alle
nicht gemischt sondern sowohl vor, als auch nach der Reaktion fein sduberlich getrennt in verschie-
denen Containern. Der wahre Reaktionsumsatz muss natiirlich im Gleichgewicht verschwinden

0=A,G=A,G" + RTIn [ ] ¥ (21.19)
Der Beitrag von der unweigerlich
auftretenden Sauerei, die bei jeder

chemischen Reaktion durch Mischen auftritt.

Wir nennen

(21.20)

A pur
K(p,T) = exp (— a5 )

RT

die Gleichgewichtskonstante der Reaktion. Die Darstellung des chemischen Gleichgewichts in der
Form

K(p.T) =[] (21.21)

heif}t, das Massenwirkungsgesetz.
Wir teilen Gleichung durch die Gesamtzahl an Molen, definieren den relativen Umsatz

(== (21.22)

sowie den stochiometrischen Teilchenzuwachs der Reaktion

Av=> v (21.23)

und finden
_ x? + (v;

v = T oA (21.24)

den Zusammenhang der Molenbriiche mit mit den Anfangsmolenbriichen vor der Reaktion. Im
Gleichgewicht gilt:

0 NG
Kp.T)=]] (f:{iz”y) (21.25)

i

Wir betrachten als Beispiel das Dissoziationsgleichgewicht von Wasser bei einer Temperatur von
2300K

0 ~Ha(g) ~ 502(9) + H:0(0) (21.26)
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mit 2% o, =1 und 2%, = 0 und 2¢,, = 0. und einer tabellierten molaren Dissoziationsgibbs’schen
Energie (pro mol an HyO) von A,GPY" = 118kJmol~!. Wir finden

1-¢

= 21.27
TH,0 1+ %C ( )
¢
= 21.28
TH, 1'+’%C ( )
3¢
= 21.29
LO, 1+ %C ( )
Die Gleichgewichtskonstante
A, GPUT
K(p,T) = exp (—"R—T> <1 (21.30)
ist klein gegen 1 weshalb wir den Ausdruck
1/2 LC3/2 3/2
TH, X e
1> 270 VB bed (21.31)

rmo  (1-O0+30 " V2

nach ¢ entwickeln diirfen. Wir 16sen nach dem Gleichgewichts relativen Umsatz auf und finden

pur 2/3
Cog = (x/ﬁexp (—%)) ~ 2% (21.32)

21.7 Ubungen

21.7.1 Im Restaurant

Ein reversible Kiihlschrank wird benutzt um Eis aus Wasser zu gefrieren. Die Abwérme des Kiihl-
schranks heizt ein endlich groffes Reservoir der temperaturunabhéngigen spezifischen Warme C
von T=0°C zu einer hoheren Temperatur. Bestimmen Sie die minimal mogliche an das Reservoir
abgegebene Abwirme des Kiihlschranks. Nehmen Sie an das Reservoir wére fliissiges Wasser und
enthalte gleichviel Wassermolekiile wie das gefrorene Eis. Informieren Sie sich iiber die spezifische
Wiérme von Wasser. Welche Temperatur hat das Kiihlwasser. Sie bestellen ein Glas Wasser in ei-
nem Restaurant, welches den Kiihlschrank betreibt. Ein Kellner bringt Thnen ein isoliertes Glas
(ein Viertel Liter) Kiihlwasser in dem er das Eis des Kiihlschranks (als Eiswtrfel) platziert hat
(igitt!). Zu allem Uberfluss serviert er das Glas erst nach der Equilibrierung des Inhalts. Was ist
die Temperatur Thres Glases Wasser? Wieviel Warme nimmt Thr Glas Wasser auf, nachdem Sie es
konsumiert haben? Wieviel Késespétzle (Informieren Sie sich tiber den Brennwert von Késespétz-
le) miissen Sie essen um den erlittenen Energieverlust zu kompensieren. Nehmen Sie an Sie sind
ebenfalls thermisch isoliert und haben die Lokalitdten des Restaurants benutzt um zu Ihrem Ori-
ginalgewicht zuriickzukehren. Erkldren Sie welche Prozesse des Restaurantdramas reversibel und
welche irreversibel sind.
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21.7.2 Semipermeables Schiff

Ein Schiff mit Holzwénden der Hohe Ay der Grundfliche Ay hat Kochsalz geladen. Der Boden des
Schiffes besteht aus einer semipermeablen reissfesten Membran der Grundflache A,,, die fiir Wasser,
aber nicht fiir Salz permeabel ist. Berechnen Sie die maximal zuléssige Trockenfiillhohe des Schiffes
mit Kochsalz als Funktion der Hohe der Wénde des Schiffes und Grundflichenverhéltnisses Holz zu
Membran der Wéande des Schiffes. Nehmen Sie dabei an, dass sich das Volumen von Wasser beim
Losen des Salzes nicht dndert. Was ist der Tiefgang des Schiffes bei maximal zuldssiger Beladung
in Stulwasser. Darf das Schiff bei dieser Beladung aufs Meer rausfahren?

21.7.3 Osmotischer Druck, ja oder nein?

Eine semipermeable Wand trennt eine urspriinglich wéssrige Losung von A und B mit molaren
Minoritatsanteilen 4 < 1 und x5 < 1, von reinem Wasser. A und B reagieren zu einer Substanz
C. Die semipermeable Wand ist permeabel fiir Wasser und die Substanz C', nicht fiir A und B.
Stellt sich ein osmotischer Druckunterschied zwischen beiden Seiten ein oder nicht?

21.7.4 Salat in Wasser/Essig Mischung

Waigen Sie verschiedene Modellsalatsaucen aus Wasser und Essigessenz ein und bestimmen zgssig,
legen Sie ein Salatblatt in jede der Sauflen und bestimmen Sie ab welchem Essigmolenbruch, das
Salatblatt nach einem Tag kollabiert ist. Was lernt man daraus iiber die mechanischen Eigenschaften
einer Salatzelle?

21.7.5 Mischung zweier van der Waals Gase

Wir machen ein Modell eines van der Waals Gas Gemisches mittels

— n1by — nabs) (20 M RT /N?%)3/?
F = —py R (S = 1aby = nebs) Cr M RT/NG) (21.33)
’I’Llh2
— n1by — n2bs)(2n My RT /N3 )3/2
o RT Iy EV = by = nabs) 2rMa RT/NG) (21.34)
n2h2
n? ning n3
—Gngy T 2T T 02Ty — T'Smiz (21.35)
so dass fiir no = 0 oder n; = 0 ein einkomponentiges van der Waals Gas entsteht. In beiden

Gasen ziehen wir das Binnenvolumen beider Gase ab. Die van der Waals Anziehungsparameter zwi-
schen verschiedenen Paaren an Molekiilen seien verschieden. Wie muss man die Parameter wéihlen,
dass die Siedetemperaturen beider Komponenten verschieden sind? Wahlen Sie eine Temperatur
Ty < Ter = 8a11/27b1, Teo = 8age/27bs aus, so dass beide Reinstoffe bei dieser Temperatur einen
erster Ordnung Phaseniibergang fliissig/gasformig als Funktion des Volumens haben. Bei welchem
Druck p!?(T}) siedet das fliichtigere Reingas. Suchen sie durch plotten der Isothermen des zweiten
Gases die zum Druck pllg (1) gehorige Siedetemperatur T2lg (pllg (T1)) des zweiten Gases. Kommt der
Unterschied der Siedepunkte mehr von den Binnenvoluminaunterschieden oder den van der Waals
Anziehungsunterscheiden der a-Koeffizienten? Wahlen Sie eine Temperatur zwischen den beiden
Siedepunkten T € [T}, Ty]. Plotten Sie die Vorzeichen der Eigenwerte der Hessematrix der freien
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°F 9’F
( L 8%12(2;V1> (21.36)

82}18‘/1 6V12

Energie

als Funktion des Molenbruchs x; und des Volumens V;. Gibt es Parameterbereiche in denen das
Gemisch van der Waals Gas oder van der Waals Fliissigkeit entmischen, so dass drei Phasen ko-
existieren?






Kapitel 22

Reaktive reale ternare Mischungen

In dieser Vorlesung behandeln wir eine ternire reale Mischung, bei der die dritte Komponente
der ternidren Mischung ein Reaktionsprodukt einer urspriinglich bindren Mischung ist. Wir finden
mehrere Entmischungskoexistenzgebiete zwischen jeweils zwei der Komponenten, aber auch ein
Dreiphasenkoexistenzgebiet. Wenn wir noch nichts dariiber wissen, dass die chemische Reaktion
ablauft verrat uns das spéatestens das Phasendiagramm.
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Die Gibbs’sche Energie einer terniaren Mischung lautet:

G =n(xapy"" +xpply” +xopy") (22.1)

Gpur
+nRT(xpalnxy +xplnep + zolnze) (22.2)
+nRT(Baprarp + Bpcrprc + Boarcra) (22.3)

Der erste Term ist die Gibb’sche Energie der reinen Substanzen mit den entsprechenden Beitrédgen
der drei Komponenten A, B und C. Sie ist eine lineare weder konvex noch konkave Fléche als
Funktion der Mengen der drei Komponenten. Die Gibb’sche Energie der reinen Substanzen tragt
deshalb nichts zum Phasenverhalten der Mischung bei. Der Beitrag der Mischungsentropie zur
Gibbs’schen Energie ist proportional zur Temperatur und versucht es Phasen mit Reinstoffen wenn
moglich zu unterdriicken. Der dritte Beitrag ist die freie Mischungsenthalpie die, die Mischung von
Paaren von Komponenten entweder unterstiitzt 545 < 0 oder versucht zu verhindern 845 > 0. Fiir
Bap < 0 sind Beitriage der Mischungsenthalpie fiir die beiden Komnponenten A und B konkave
Beitrige, die in den Regionen in denen sie sich gegen die konvexen anderen Beitrdgen durchsetzen
zur Entmischung der Komponenten beitragen.

Wir stellen die terndre Mischung im terndren Dreieck dar und definieren den Vektor

T =2x4e4+TpeR +TCEC (22.4)

der jeder Kombination der Molenbriiche mit z4 + x5 + ¢ = 1 genau einen Punkt im ternéren
Dreieck mit den Ecken e 4, ep und ec der Reinkomponenten zuordnet (Abb. [22.1)). Jeder Punkt im
ternéaren Dreieck reprasentiert eine eindeutige Komposition A: B : C = x4 : xp : x¢ der Mischung.

3, \\\\\\\\\xcm
WAVAVAVAVAVAVAVAVAVA =
'\f\/fbv‘ob’\%%
,,Q A i N Y s
AX AN _\_‘( AX AX AN _\.T _\_Y‘ _\_Y‘ A

Abbildung 22.1: Ternéires Dreieck einer terniren Mischung mit Komponenten A, B, und C.

Wenn wir das ternédre Dreieck als Funktion der Temperatur auftragen, wird aus dem ternédren
Dreieck ein ternéres Phasenprisma (Abb. [22.2)).
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Abbildung 22.2: Ternires Phasenprisma

Jede Mantelfliche des Phasenprismas zeigt deshalb ein Phasendiagramm einer bindren Mischung,
dhnlich zum Phasendiagramm, welches in Abb gezeigt ist (Abb. .

Die Mischungsenthalpie verhindert bei positivem [ die fifty-fiftty Mischung von Paaren, weshalb
der kritische AB-Entmischungspunkt 7 pinsr ap des bindren AB-Koexistenzgebietes auf der AB-
Mantelfldche des Prismas liegt. Fiir Punkte innerhalb des Phasenprismas fillt das A B-Koexistenzgebiet
zu niedrigeren Temperaturen ab. Wir konzentrieren uns auf den Fall, dass alle S-Koeffizienten po-
sitiv und gleich sind Bap = 8pc = Bca > 0. Bei einer terndren Entmischungstemperatur T¢ ternar
berithren sich die bindren Entmischungsgebiete und die Gibbs’sche Energie wird im Tripelentmi-
schungsgebiet in zwei Richtungen konvex, so dass ein Tripeltangentenfléiche an die Gibbs’sche Ener-
gie durch die konvexe Enveloppe entsteht. Im Tripelgebiet koexistieren drei Phasen A-reich, B-reich
und C-reich. Abb. 22:4] zeigt das Phasendreicke bei drei unterschiedlichen Temperaturen mit der
Topologie der einzelnen Entmischungsbereiche.

Es kommt bei terndren Mischungen also zu einer Hierarchie an Entmischungsphdnomenen, die zwar
gegeniiber den Phénomaénen bindrer Mischungen komplexer aber nicht qualitativ neu sind.
Qualitativ neue Phdnoméne beobachtet man wenn eines der drei Komponenten das Reaktions-
produkt der zwei anderen ist. Wir nehmen an, die Komponente C' entstehe aus A und B via die
chemische Reaktion

vaAA+vgB < veC (22.5)
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C A B C

kritischer
Punkt

Abbildung 22.3: Die Prismenflachen zeigen drei bindre Phasendigramme.

in einer urspriinglich bindren Mischung der Komponenten A und B mit den urspriinglichen Molen-
briichen 29, 2% =1 — 2% und 2% = 0.

Nach der Reaktion betragen die Molenbriiche geméf unter Benutzung immer positiver sto-
chiometrischer Koeffizienten.

0
o oy —CZ/A
A=A, (22.6)
0
_Ip — (v
rp = —1 i CAI/ (227)
_ CGue
0= A (22.8)

Wir zeichnen den Reaktionsweg im ternédren Dreieck als Funktion des Umsatzes ein. Wir unter-
scheiden den Fall ”
0 0,st
Ty < T, =— 229
<al = (22.9)
in dem A der limitierende Reaktant ist und der Reaktionsweg auf der BC-Kante des terniren
Dreiecks endet von dem Fall A
0 0,st
Ty >T,, =— 22.10
>l = (22.10)
bei dem B der limitierende Reaktant ist und der Reaktionsweg auf der AC-Kante des terndren
Dreiecks endet. Im Fall A
0 0,st
= ’ = — 22.11
Tap =Ty va+ g ( )
verlduft der Reaktionsweg von der stochiometrischen Anfangsmischung bis zur Reinkomponente C'.
Die Anfangskonztenration z¥ ist dann ideal fiir die Reaktion vorgemischt.
Die Reaktion ist im Gleichgewicht wenn die Gibbs’sche freie Energie minimiert wird. Im Gegensatz
zum Phasenverhalten der Mischung, die von der Gibbs’schen Energie der Reinstoffe unbeeinflusst ist,



265

AT AF A A¥ A% AT AF 4% A% 4%

/C Tc,binér>T>Tc,ternér

=0.9

Tc,ternér>T

Abbildung 22.4: Phasendiagramm. einer terndren Mischung oberhalb der kritischen bindren Ent-
mischungstemperatur, zwischen der bindren und terndren Entmischungstemperatur und unterhalb
dr terndren Entmischungstempratur.

spielt fiir den Gleichgewichtsumsatz (.4, auch die Gibbs’sche Energie der Reinstoffe eine bedeutende
Rolle. Gilt
vl —vaph" —vpply” <0 (22.12)

so liegt das Reaktionsgleichgewicht auf der Seite des Produktes C. Gilt
vl —vapth" —vpply” >0 (22.13)

so liegt das Reaktionsgleichgewicht auf der Seite der Edukte A und B (Abb. 22.5).

Wenn wir das Reaktionsgleichgewicht bei verschiedenen Temperaturen betrachten so verlauft die
Reaktionsgleichgewichtskurve fiir 7" > T pinar ausschliefilich durch homogenes Phasengebiet und
wir beobachten keine Entmischung. Im Temperaturbereich T pinsr > T > T¢ ternar verlauft die Re-
aktionsgleichgewichtskurve durch das AB-entmischte Koexistenzgebiet, wenn das Reaktionsgleich-
gewicht auf der Seite der Edukte liegt, und durch die AC-, und BC-Koexistenzgebiete, wenn das
Gleichgewicht auf der Seite des Produktes liegt. Bei Temperaturen unterhalb T' < T, ;erpnar verlduft
die Gleichgewichtskurve eventuell auch durch das Drei-Komponenten Koexistenzgebiet (Abb. .
Die Entmischung eines Systems lésst sich mikroskopisch leicht detektieren. Wenn wir das Pha-
sendiagramm der terndren Mischung anstatt nicht als Funktion der tatséchlichen Gleichgewichts-
molenbriiche x4, zp sondern als Funktion des urspriinglichen Molenbruchs z% auftragen, weil wir
als Physiker vielleicht {ibersehen haben, dass das System reagieren kann, dann kénnen wir am so
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pur_
VB‘uDur>

R “'\A SALA
SN\
© ©

Abbildung 22.5: Reaktionswege, limitierende Reaktanten und das Reaktionsgleichgewicht fiir den

Fall vopdy” — vaply"" —vpply™ < 0 und den Fall voupy” — vapl" — vpply™ > 0.

aufgetragenen Phasendiagramm erkennen, dass wahrscheinlich eine chemische Reaktion im bindren
System abgelaufen ist. In Abb. Die Stochiometrie des Produktes kénnen wir am Einbruch des
Koexistenzgebiets bei der C-reichen Phase erkennen.

Phasendiagramme von Einkomponenten und Mehrkomponentensystemen verraten uns einiges tiber
die in ihnen ablaufenden Gleichgewichtsprozesse.
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FU

Tc,ternér>T

Abbildung 22.6: Phasendiagramme bei verschiedenen Temperaturen mit Reaktionsgleichgewicht.

0 X0 1

Abbildung 22.7: Phasendiagramme einer nicht reaktiven und einer rekativen binédren Mischung

als Funktion der Temperatur. Die chemische Reaktion erkennen wir am Phasendiagramm durch
den Einbruch im Phasenkoexistenzgebiet bei der stéchiometrischen Komposition x%’“.






Kapitel 23

Elektrolyte

In dieser Vorlesung behandeln wir die Gleichgewichtsverteilung von Ionen in einem Elektrolyten.
Hierzu fithren wir das elektrochemische Potenzial ein und besprechen das elektrochemische Gleich-
gewicht. An einer Phasengrenze zwischen einer Elektrode und einem Elektrolyt entsteht via eine
Redoxhalbreaktion ein Gleichgewichtspotenzialabfall iiber die Grenzfliche. Das Potenzial in der
Néhe so einer Grenzflache ldsst sich iiber die Poisson Boltzmann Gleichung bzw. deren lineari-
sierte Form der Debye Hiickel Gleichung beschreiben, die zu Ladungswolken der Ausdehnung der
Debyelange fiihren.
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23.1 Elektrochemisches Potenzial

Wenn wir ein geladenes Teilchen der Ladung @ in ein elektrischen Potenzial ¢ einbringen so dndert
sich seine innere Energie um

U = Qo (23.1)
Die Arbeit beim beladen des Systems ist deshalb

SW = ¢dQ. (23.2)

Wir wollen N Ionen der Valenz z mit der Ladung ze in unser System iiber den Rand des Systems
einbringen. Dann ist das Ladungsinkrement

dQ = zedN = z(eNs)dn = zFdn (23.3)

mit der Faraday Konstanten F = Nye = 96500C mol~!, die die molare Ladung von Elektronen
bzw. einvalentigen Ionen bezeichnet. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fiir geladene Ionen
oder Elektronen in einem externen Potenzial lautet deshalb

dG =Vdp — ST+ pddn; + >z Fedn; (23.4)

Die Ableitung des Gibbs’schen Energie nach der Teilchenzahl der iten Komponente

oG

- — 04 . 23.
M= g Wi +ziFo (23.5)

P, T i

bezeichnen wir mit dem Namen elektrochemisches Potenzial wihrend wir Y als chemisches Po-
tenzial bezeichnen. In der Abwesenheit eines elektrischen Potenzials sind das elektrochemische und
das chemische Potenzial gleich. In einem externen Potenzial unterscheiden sich beide Potenziale,
und das elektrochemische Potenzial iibernimmt die Funktion die ohne elektrisches Potenzial dem
chemischen Potenzial innewohnte.

Wir betrachten eine elektrisch isolierende Membran, die einen elektrischen Potenzialunterschied
¢! — ! zwischen zwei Bereichen I und I1 aufrechterhélt, die jedoch fiir Ionen der Sorte i permeabel

sei Abb. 23.1]

Hi

uelquisiy
b=

Abbildung 23.1: Elektrochemisches Gleichgewicht von Ionen der Sorte ¢ an einer elektrisch iso-
lierenden Membran welche Bereiche unterschiedlichem elektrostatischen Potenzials separiert.

Das elektrochemische Potenzial des Tons betrégt

i = ’u?,pur + RTInx; + z; F o, (236)
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wobei das elektrochemische Potenzial u?’p YT eine nach z; = 1 extrapoliertes elektrochemisches

Potenzial einer nur vorgestellten ionischen Reinsubstanz ist. Aus dem elektrochemischen Gleichge-
wicht, bei gleichzeitigem elektrischen Nichtgleichgewicht folgt die Gleichheit der elektrochemischen
Potenziale in beiden Bereichen

pio=pi’ (23.7)
und somit
RTIna! + 2z F¢' = RTInz!! + 2, F¢!! (23.8)
die in der Form
RTIn ;—III = —z F(¢! — ¢! (23.9)

2

als Nernstsche Gleichung fiir den Membranpotenzialabfall bezeichnet wird.

23.2 Redoxteilreaktionen

Eine Redoxteilreaktion ist eine Reaktion, bei der verschiedene geladene Komponenten miteinander
reagieren, die Reaktanten aber nur an der Grenzfliche zwischen zwei Phasen in Kontakt kommen
konnen, da die beiden geladenen Reaktanten nur in einer jeweils unterschiedlichen Phase I und IT7
16slich sind und in der anderen Phase nicht. Oft ist die eine Phase ein Festkorpermetall in dem
frei bewegliche Elektronen geldst sind. Wir vergeben fiir diesen Festkorper den Namen Elektrode.
Das zur Elektrode zugehorige Metallion 16st sich in einer angrenzenden fliisssigen Phase, die wir als
den Elektrolyten bezeichnen. In Abb. 23:2] zeigen wir eine Elektrode die an einen Elektrolyten mit
Metallkationen angrenzt.

K K="

Festkorperelektrode Elektrolyt

Abbildung 23.2: Ein metallischer Festkorper mit frei beweglichen Elektronen in Kontakt mit
einem Elektrolyten mit gelosten Metallkationen. An der Grenzfliche lauft eine Redoxhalbreaktion
ab bis sich ein Gleichgewichtskontaktpotenzialabfall zwischen Elektrode und Elektrolyt aufgebaut
hat.

Wir schreiben die Redoxteilreaktion als
K+ zef + K7, (23.10)

wobei wir mit I und /7 kennzeichnen in welchen Phasen die Reaktionsteilnehmer vorliegen. Mit z
bezeichnen wir die Valenz des Metallkations. Die elektrochemischen Potenziale der Reaktionsteil-
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nehmer sind

ple = pl? — Fol (23.11)
e = i (23.12)
y— /,L%;?_ + 2FM + RTInwpe-r (23.13)

Das Reaktionsgleichgewicht dieser chemischen Reaktion lautet

0=") vipi = 2pl + piler — pie (23.14)
= z,uif) + uﬁfﬁ — 132 4 2F (o' — ¢1) + RTInay-+ (23.15)
AGY + RTInzge-+ = 2F(¢7 — ¢'1) ey (23.16)

Y o _ . 10 11,0 1,0 1. . . C e .
wobei wir mit AGy = zu,” + gy — pg die Reaktionsgibbs’sche Energie Differenz einer vor-

gestellten Reaktion der Reinstoffe ohne Mischung und ohne elektrisches Potenzial bezeichnen. Es
baut sich an der Grenzfliche beider Phasen also ein Gleichgwichtskontaktpotenzialabfall A¢ auf,
welches die Elektronen und Kationen gegen den entropisch getriebenen Drang sich in der jeweiligen
Phase gleich zu verteilen zur Elektrode mit elektrischen Kréaften zuriickzieht (Abb. .

Festkorperelektrode Elektrolyt

Abbildung 23.3: Gleichgewichtskontaktpotenzial zwischen Elektrode und Elektrolyt verhindert
den entropischen diffusiven Abtransport der geladenen Teilchen.

23.3 Poisson Boltzmann und Debye Hiickel Gleichung

Wir kénnen das elektrochemische Gleichgewicht einer Spezies i von Ionen verallgemeinern zu belie-
bigen Positionen der Tonen im Elektrolyten, der an unterschiedlichen Stellen 7 und 7’ unterschied-
lichen elektrostatischen Potenzialwerten ausgesetzt ist:

pi(r) = pi(r’) (23.17)

oder einfacher
Vui(r)=0. (23.18)

Im elektrochemischen Gleichgewicht verschwinden die Gradienten des elektrochemischen Potenzials.
Fiir eine ideale Mischung von Ionen finden wir

RTVInz; + F% Ve =0 (23.19)
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Anstatt des Molenbruchs verwenden wir die Konzentration

C, = ﬂfi/Vm

(23.20)
und wéihlen uns eine wenn mdoglich elektrische potenzialfreie Referenzstelle ¢(7+,) = 0 im Unendli-
chen, bei der die Konzentration ¢° betrégt, so dass gilt

RTV In C%o L FuVe=0

%

(23.21)
Ci(T‘) le

1 _ _ 23.22
ci(r) = ¢ exp (—W) (23.23)
Die Ladungsdichte der Tonen ist

pi = Fzic;. (23.24)
Im elektrochemischen Gleichgewicht tragen die Ionen der Sorte ¢ zur Ladungsdichte des Systems
geméf eines Boltzmannfaktors

RT
bei. Die Gesamtladungsdichte im Elektrolyten erfiillt die Poissongleichung

pi(r) = Frics exp( }—Z@(T)) (23.25)

= pi(r) = V6 (23.26)
der Elektrostatik. Wir setzen die Boltzmannverteilte Ionenladungsdichte in die Poissonglei-
chung ein und erhalten die Poisson Boltzmann Gleichung

Fz
ccoV3p = —J—"Z 26 exp ( Zé‘if”) . (23.27)
Die Poisson Boltzmann Gleichung ist eine partielle selbstkonsistente Differenzialgleichung fiir das
elektrische Gleichgewichtspotenzial ¢(r)

In schwachen Elektrolyten mit Fz;¢/RT < 1 kann man den Boltzmannfaktor linearisieren

> e e (-5 ) 3 e (1- )

An der Referenzstelle gilt, dass der Elektrolyt elektrisch neutral ist so dass >, z;
wird die Poisson Boltzmann Gleichung zur Debye Hiickel Gleichung

]:20;?023
[V2 - < eegRT )} o(r)=0
\— eegRT
YN o, ezt

(23.28)

¢® = 0 gilt. Damit

(23.29)
Wir definieren die Debyeldnge

(23.30)
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womit die Debye Hiickel Gleichung als
(V2 =272 ¢(r) =0 (23.31)
geschrieben werden kann. Fiir den eindimensionalen Fall gilt

2
% ) (23.32)

mit den Losungen
d(z) = pse "/ (23.33)

und dem Oberflichenpotenzial ¢. In Abb. 234 plotten die Ladungsdichten

3

0o Fzips x
e Fzic; <1 ~ RI2 exp—)\) (23.34)

der Anionen und Kationen im Elektrolyten gegen den Abstand x von einer geladenen Wand bei
2z = 0 mit positivem Oberflichenpotenzial ¢ > 0.

Ippeeeseensnenneees -
Kationen

p/p™l / P+

0s

z,=-2Z.

X/

Anionen

p-

Abbildung 23.4: Ladungsdichte der Kationen und Anionen vor einer auf positives Oberflichen-
potenzial geladenen Oberfliche mit Valenzen z, = 2 und z_ = —1, wie z. B fiir CsCls.

In der Region der Absténde kleiner als die Debyeldnge, ist die Losung negativ geladen, weil die
Anionen sich vor der positiv geladenen Wand anreichern und die Ka+ionen der Oberfliche vermei-

den. Die Debyeldnge
_ |eeqRT
A=14/ Y (23.35)

1
== § 00,2 23.36
s ’L C’L ZZ ( )

héngt von der Tonenstérke

der Ionen ab. Je mehr Ionen vorhanden sind, umso kiirzer ist die Debyeldnge. Die Debyelénge von
Reinstwasser betrdgt A ~ 40pm. Wasser mit einer biologisch physiologischen Konzentration an
Tonen hat eine Debyelédnge von wenigen Nanometern A ~ nm.
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23.4 Ubungen

23.4.1 Debye Hiickel versus Poisson - Boltzmann

Losen Sie die Poisson-Boltzmann Gleichung und die Debye Hiickel Gleichung fiir einen z — z-
Elektrolyten mit Ionen entgegengesetzt gleicher Valenzen vor einer positiven Flache bei x = 0 mit
Oberflachenpotenzial ¢4 und vergleichen Sie die Ergebnisse.

23.4.2 Azeotrope Mischungen versus reaktive reale Mischungen

Missverstehen Sie den fliissig/gas Phaseniibergang als chemische Reaktion und vergleichen Sie un-
ter diesem Aspekt das Phasendiagramm azeotroper Mischungen 21.3] mit dem Phasendiagramm
reaktiver realer Mischungen

23.4.3 Alkoholentsorgung

Mischen Sie 50ml Brennspiritus mit 50ml Wasser und messen Sie das Volumen der Mischung.






Kapitel 24

Nichtgleichgewichtsthermodynamik

In dieser Vorlesung behandeln wir lineare Transportgleichungen, die im Nichtgleichgewicht auftre-
ten. Diese enthalten Transportkoeflizienten, die in den Gleichgewichtsbeziehungen nicht vorkom-
men. Als Beispiel behandeln wir die Diffusion eines an einem Ort konzentrierten Stoffes und die
Wiérmeleitungsgleichung
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24.1 Lineare Transportgleichungen

Fiir das thermodynamische Gleichgewicht fanden wir, dass Gradienten der intensiven Variablen i
verschwinden mussten

Vi=0. (24.1)
Im Nichtgleichgewicht ist das nicht mehr richtig und wir definieren eine verallgemeinerte Kraftdichte
X, =-Vq (24.2)

die eine Stromdichte j, proportional zur verallgemeinerten Kraft X anwirft
Ji = Lig Xk (24.3)

mit der das System zuriick ins Gleichgewicht stromt. Dabei sind die L;; Transportkoeffizienten. Die
Linearitét solcher Gleichungen gilt dann, wenn wir nicht zu weit vom Gleichgewicht entfernt sind.
Beispiele fiir Nichtgleichgewichte mit den zugehorigen Stromen sind

Das mechanische Nichtgleichgewicht Vp — v die Geschwindigkeit
Das thermische Nichtgleichgewicht VT = jgo die Warmestromdichte
Das chemische Nichtgleichgewicht vu® —  jp die Diffusionsstromdichte

Das elektrochemische Nichtgleichgewicht  Vu  — 7, e, die elektrische Stromdichte
Die Transportkoeffizienten sind die zugehorigen Proportionalitdtsfaktoren in den Gleichungen

1
vox ——Vp (24.4)

n
jo=—roVT (24.5)
Ipi=— RT VN? (24.6)

niDi
o= iy, 24.7
Jei 7T VH (24.7)

wobei 7 die Scherviskositat, kg die Warmeleitfahigkeit und D den Diffusionskoeffizienten bezeichnet.

24.2 Diffusion

Wir betrachten als Beispiel eines Nichtgleichgewichtsprozesses die Diffusion einer Komponente i
mit dem Diffusionsstrom D

. n;

Jpi=—"pp Vi (24.8)

in einer idealen Mischung mit chemischen Potenzial der Komponente 4

pd = pt"" + RTIna; (24.9)

Dann wird aus der Diffusionsgleichung

jpi=-nDVInz; = —D%in — —DnVaz; (24.10)

Wir benutzen die Kontinuititsgleichung (Teilchenerhaltung)

8’/11'
ot

+V jp;=0 (24.11)
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und finden die Diffusionsgleichung

ag;” —V-DnVa; =0 (24.12)
(9562‘ 2

— DV%z;, = 0 2413

ot * (24.13)

Wir Fouriertransformieren den Molenbruch
zi(w, k) = /dgrdtefi“’“rk*a:i(r,t) (24.14)

und erhalten die Diffusionsgleichung im Fourierraum
—iwz; = —DE*x; (24.15)

und finden die Dispersionsrelation
w(k) = —iDk? (24.16)

mit der eine Losung des Molenbruchs der Komponente i
zi(k,w(k)) o< 6(w — iDE?) (24.17)

wird. Wir Fouriertransformieren zuriick in den direkten Raum und finden eine Verteilung der Kom-
ponente ¢

xi(r,t) o /dgkekaQtefik'r (24.18)

1 3/2 r?
- 24.1
. <47rDt> eXp( 4Dt> (24.19)

die zur Zeit t = 0 bei » = 0 konzentriert ist und in der Zeit zu einer Gaussverteilung mit Breite 4Dt
in alle drei Raumrichtungen breit 1lauft. In Abb. haben wir z;(r,t) gegen eine Raumrichtung
und die Zeit aufgetragen.

Die Diffusion lésst sich im direkten Raum messen, aber auch im Fourierraum mittels der Brillouin-
spektroskopie die wir in der Optik besprochen haben (vergl. Abb. .
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t

Abbildung 24.1: Diffusive Ausbreitung einer urspriinglich an der Stelle » = 0 konzentrierten
Komponente geméafl dem Diffusionsgesetz.

24.3 Warmeleitfahigkeit

Die Transportgleichung fiir die Warme ist iiber das Gesetz

jo=—kQVT (24.20)

mit der Warmeleitfdhigkeit kg gegeben. Wir bezeichen mit p = M/V,, die Massendichte, mit
$ = S/ Vi die Entropiedichte und mit ¢y = Cy/m die spezifische Warme pro Masseneinheit. Die
Wiérmedichte konnen wir damit als

Q 2 05

= =T— = T 24.21

v 5T = eV (24.21)

schreiben. Die Warmebilanz ergibt sich iiber die Gleichung

(24.22)

bei dem auf der rechten Seite keine Null steht sondern die Temperatur multipliziert mit der Entro-
pieproduktion. Die Entropie ist fiir irreversible Prozesse keine Erhaltungsgréie. Wir benutzen Glei-
chung 24:20] und finden
opey T ds
- (— T)=T— 24.23
4V (—RVT) =T (24.2)
Verlauft der Warmetransport reversibel ohne lokale Entropieproduktion so erhalten wir wieder eine

Diffusionsgleichung fiir die Temperatur

6T - &VQT

— = 24.24
ot pey ( )



24.3. WARMELEITFAHIGKEIT 281

mit der Temperaturdiffusivitét
Dy =192 (24.25)
pcv
Thermodynamische Gleichgewichtsbeziehungen héngen nicht davon ab, wie wir ins Gleichgewicht
kommen und diirfen aus diesem Grund keine Transportkoeffizienten enthalten. Wir kénnen an der
Anwesenheit von solchen Transportkoeffizienten in Gleichungen erkennen, dass diese eine Nicht-
gleichgewichtssituation beschreibt.
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